Flervariabelanalys E2, Vecka 2 Ht08

Omfattning och innehall

12.2 Grénsvérden och kontinuitet.

12.3 Partiella derivator, tangentplan och normaler till funktionsytor.
12.4 Hogre ordningens derivator.

12.5 Kedjeregeln.

12.6 Linjara approximationer, differentierbarhet och differentialer.
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Mal
For betyget godkénd skall du kunna:

e beriikna griansvirde da (z,y) — (0,0), for funktion av tva variabler, ge-
nom att ga over till poldra koordinater och tillimpa standardgransvéarde
for funktion av en variabel pa ett enkelt sétt.

e ge exempel pa funktion av tva variabler, som saknar griansvirde da
(z,y) — (0,0) men dér alla gransvéirden f(x, kx),da x — 0, samt f(0,y),
da y — 0, existerar och ar lika.

e forklara vad som menas med att en funktion &r kontinuerlig
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Mal
For betyget godkind skall du kunna:

e beridkna partiella derivator genom att tillimpa deriveringsregler (summa-
, produkt-, kvot- och kedjeregeln) och andra satser.

e bestdmma tangentplan och normal till funktionsyta.

e beriikna differential till en funktion och utnyttja denna till approximativ
berdkning av funktionsvarden.

e berdkna Jacobimatrisen till en funktion och utnyttja denna till approxi-
mativ berdkning av funktionsvérden.
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For hogre betyg skall du dessutom kunna:
e definiera begreppet griansvirde och motivera definitionen

e avgora om en reellvird funktion av tva variabler har grénsvérde och
berékna det.

e avgora om en funktion &r kontinuerlig.
e definiera begreppet differentierbar funktion

e redogora for relationerna mellan egenskaperna for en funktion: kontinu-
erlig, kontinuerliga partiella derivator samt differentierbar

e formulera och bevisa kedjeregeln for sammansatta funktionen f o g da
g:R—R?o0ch f:R? =R
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Centrala begrepp:
Gréansvarde — limit.

Kontinuerlig — continuous.

Partiell derivata — partial derivative.
Tangent plan, normallinje
Differential

Jacobimatris
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Definition: Grinsvirde Lat f vara en reellvird funktion av tva variabler
med definitionsméngd Dy.
Vi séger da att

lim r,y) =L
(x,y)ﬂ(a,b)f( v)

o1m

1. varje omgivning till (a,b) innehaller punkter i Dy andra &n (a, b).

2. till varje positivt tal € finns det ett positivt tal 6 = 0(e) sadant att
|f(z,y) — L| < e giller for alla punkter (x,y) i Dy som uppfyller att
0< H(xuy) o <a7 b)” <.
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Tolkning: f(z,y) har griansvirdet L da (z,y) — (a,b) om
1. (a,b) dr en inre punkt eller randpunkt till Dy.

2. Skillnaden mellan f(z,y) och L kan fas hur liten som helst, bara man
haller sig tillrickligt néra (a,b).
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Definition: Kontinuitet Funktionen f(z,y) kallas kontinuerlig i punkten
(a,b) om

lim x,y) = fla,b
(W)H(%b)f( y) = f(a,b)

Notera att detta innebér att (a,b) skall tillhora Dy, grinsvirdet skall existera
och vara samma som funktionsvérdet f(a,b).
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Partiell derivata

Lat f vara en reellviard funktion av tva variabler med definitionsméngd D
och antag att (a,b) &r en inre punkt i Dy.

Den partiella derivatan av f med avseende pa x &r funktionen fi(z,y) vars
funktionsvirde ges av gransvardet

fi(z,y) = lim f(“hw]z— f(z,y)

i de punkter gréansvirdet existerar.
Pa motsvarande sitt definieras fa(x,y)
Notera att de partella derivatorna bara kan finnas i inre punkter i Dy.
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Olika skrivsatt for partiella derivator:

hl@,y) = Dif(z,y) = a%f(x,y) = folz,y) = %
och i punkten (a, b)
0z o / ) )
% (a.d) - a_xf(x,y> " = fm<a,b) = fl(a,b> — le((t, b)
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En normalvektor till ytan z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)) ar
vektorn

n= fi(a,b)i+ fo(a,b)j — k

En ekvation fér normallinjen i punkten ar

r=a+tfi(a,b)
y="b+tfs(a,b)
z = f(a,b) — 1)

En ekvation for tangentplanet i punkten ar

2= fla,b) + fi(a,b)(x — a) + fa(a,b)(y = b)
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Derivator av hogre ordning

0

%fé(x’y) - f;:,x(‘ray> - fll(‘ray>
0 / _en _en
%fy(x7y) - fyx(x7y) - 21(x7y)
0 / _pen e
a_yfz(x7y> - fxy(xay) - 12($,y)

a%J‘}’,(%,y) = fo(@,y) = fon(z,Y)

Adams 12.4, tma043 V2, Ht08 bild 13

Sats 1 Om alla partiella derivator av ordningar t.o.m n ar kontinuerliga sa
spelar det ingen roll i vilken ordning deriveringarna utfors, resultatet blir det-
samma.

Som exempel &r

f1112 = f1121 = f1211 = f2111

om alla derivator t.0.m ordning 4 ar kontinuerliga.
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Kedjeregeln
Om z = f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator, och om x och y ar deri-
verbara funktioner av ¢, sa géller att

dz 0z dx 0z @

@ " or At oy dt
Alternativt skrivsatt:

% (x(t), y(t)) = fi((2(t), y(0)="(t) + fo((z (), y(1))y'(2)
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Kedjeregeln
Om z = f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator, och om = = z(s,t) och
y = y(s,t) ar har partiella derivator, sa géller att

0 _ 02 00, 0z, Dy
- Bs+8y

Js ox Jds
0: _ 0= . 0x 0. 0y
ot~ dx Ot Oy Ot
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Kedjeregeln pa matrisform

0z 0z dz 0z % %
% %1-1% 51|, .
Js ot
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Med linjérisering (linearisering) av f i punkten (a,b) menas funktionen

L(xvy) = f(CL, b) +f1(a7 b) : (‘T— CL) +f2(a7 b) ’ (y_ b)

Grafen till linjariseringen av f i punkten (a,b) &r tangentplanet till ytan
2 = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b))
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En funktion kallas differentierbar i punkten (a,b) om

fla+h,b+k)— f(a,b) — hfi(a,b) — kfa(a,b)

lim =0
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
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Notera att
L(a+ h,b+ k) = f(a,b) + hfi(a,b) + kfs(a,b)

och att

fla+h,b+k)— f(a,b) — hfi(a,b) — kfy(a,b) =
fla+hb+k)—Lla+h,b+ k) =e(h, k)

dér e(h, k) ar felet som uppstar da f ersitts med linjériseringen L.

f ar alltsa differentierbar i punkten (a,b) om detta fel &r litet i jamforelse med
I, K[| = V2 + k2.
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Sats 4 Om f; och f, &r kontinuerliga i en omgivning till (a,b) sa &r f diffe-
rentierbar i (a, b)
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Differentialen till en funktion f(z,y) &r funktionen av fyra variabler:

df(x,y,dx,dy) = fl(ZL',y)dI + fg(:v,y)dy

Differentialen i punkten (a, b) kan ses som en funktion av tva variabler:
df(a'a ba ha k) = fl(av b)h + f2(a7 b)k
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Funktionen f &r differentierbar i (a,b) om och endast om

L (flat b+ k) = f(a,h) = df(a, b, b k)
(hyk)—(0,0) VR + k2
df (z,y, dz,dy) &r da en bra approximation till den verkliga féréndringen A f =
fla+dz,y+dy) — f(z,y).

=0
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En funktion f : R” — R™ ges av m funktioner fran R™ till R
f:(fh f27 T fm)

Om x = (21, @3, -~ , @) och y = (y, v2. -+ , ym) dér
Y1 = fl(xla Loy =y xn)

y2:f2($17 Lo, xn)

Ym = fm(xla Lo, .Tn>

sa kan vi skriva y = f(x).
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Jacobimatrisen
De partiella derivatorna till y = f(x) kan samlas i en matris

Oy Oy .. Oun
8:21 8r2 amn
Qy2 Oy .. Oy2
DEGe)= | Tt P
Oym  Oym .. OYym
o1 Oxo 0zn

Den linjara avbildning som har Jacobimatrisen, i en viss punkt, som avbild-
ningsmatris kallas funktionens derivata i den punkten.
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Kedjeregeln

Differentialen

D(gof)(x) = Dg(f(x) - Df(x)

dy = Df(x)dx
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