Flervariabelanalys E2, Vecka 3 Ht08

Omfattning och innehall

12.7 Gradienter och riktningsderivator.
12.8 Implicita funktioner

12.9 Taylorserier och approximationer
13.1 Extremvérden

13.2 Extremvérden under bivillkor
13.3 Lagranges multiplikatormetod

13.6 Newtons metod for f(x) = 0.
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Mal For betyget godkéand skall du kunna:

berdkna gradient och riktningsderivata till en funktion av tva eller tre
variabler och utnyttja deras egenskaper (sats 12.7.6 och s 683, 686, 687)
vid problemlosning.

berékna taylorpolynom till funktioner av tva variabler, bade genom att
utga fran Taylors formel och genom att utnyttja kdnda Taylorpolynom i
en variabel.

forklara vad som menas med lokalt maximum (minimum), sadelpunkt,
globalt maximum (minimum), kritisk /stationér punkt (critical point) och
singuldr punkt med matematisk text, egna ord eller exempel.

bestamma kritiska/stationdra punkter for en funktion f(z,y) dér ekva-
tionssystemet V f(z,y) = 0 &r relativt enkelt och klassificera de kritiska
punkterna med hjilp av sats 13.1.3 (rem. s 712).
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e utnyttja sats 13.1.1 for att bestdmma storsta och minsta virde pa kom-
pakt méangd for en funktion f(x,y) sadan att det dr relativt enkelt att
bestdmma kritiska punkter samt storsta/minsta virde pa omradets rand.

e bestdmma extremvirden for en funktion f(x,y), eller f(x,y,z) under
bivillkor g(x,y) = 0, eller g(x,y,z) = 0, med Lagranges multiplikator-
metod da den leder till relativt enkelt ekvationssystem.

e losa ickelinjira ekvationssystem med bl.a. Newtons metod och och opti-
mera funktioner med bl.a. gradientmetoden (Matlab)
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Mal For hogre betyg skall du dessutom kunna:

e definiera begreppen gradient och riktningsderivata till en funktion, samt
redogora for och bevisa deras egenskaper

e bestdmma stromlinjer /ortogonalkurvor till nivakurvor till funktion av
tva variabler (se 6vn 12.7.21e)

e avgora om en ekvation eller ett system av ekvationer definierar en funk-
tion implicit och, i sa fall, berdkna funktionens partiella derivator.

e bestdmma taylorpolynom till implicit definierad funktion

e definiera begreppen lokalt maximum (minimum), sadelpunkt, globalt
maximum (minimum) och kritisk/stationir punkt (critical point)

e l6sa problem enligt godkdntmalen dér ekvationssystemen inte ar fullt sa
enkla, eller dimensionen > 2, eller flera bivillkor.
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Definition 6 Gradientvektorn till en funktion som har partiella derivator &r

Vf(z,y) =grad f(z,y) = fi(z,y)i + fo(7,y)]

Sats 6 Om f &r differentierbar i punkten (a,b) och V f(a,b) # 0, sa ar V f(a, b)

normalvektor till nivakurvan genom punkten (a, b).

Observera: En normalvektor till ytan z = f(z,y) och till tangentplanet i
punkten (a, b, f(a,b)) ar vektorn fi(x,y)i+ fo(x,y)j — k

Tank pa dimensionerna: Kartan och gradientvektorn ar tvadimensionell, funk-
tionsytan och tangentplanet ligger i R3.
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Definition 7 Riktningsderivatan till f(x,y) i punkten (a,b) i riktningen u =
ui + vj, dar ||u|| = vu? + v2 = 1 ér gransvardet

fla+ hu,b+ hv) — f(a,b)
h

Duf(a,b) = lim

om griansvéardet finns.
Andra beteckningar ar f,(a,b) eller f!(a,b).
Av definitionen foljer att

d
Duf<a’7 b) = % f(CL + tu7b+ tv)‘t:O

Sats 7 Om f &r differentierbar i (a,b) och u = ui + vj &r en enhetsvektor sa
géller:
Dyf(a,b) =u-Vf(a,b)
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Notera att Dy f(a,b) =u-Vf(a,b) = ||u|| ||V f(a,b)| cos@ dér € &r vinkel mel-
lan u och V f(a,b).

Eftersom ||u|| = 1 sa géller Dy f(a,b) = ||V f(a,b)| cos®.

Vidare ar Dy f(a,b) tillvixthastigheten i riktningen u. alltsa géller:

(i) I punkten (a,b) vixer f snabbast i riktningen som ges av V f(a,b). Den
maximala tillvixthastigheten ar ||V f(a,b)||.

(ii) I punkten (a,b) avtar f snabbast i riktningen som ges av —V f(a, b). Den
maximala nedgangshastigheten ar ||V f(a, b)]|.

(iii) Tillvaxthastigheten i punkten (a,b) &r 0 i riktningar parallella med ni-
vakurvan f(x,y) = f(a,b).
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Sats 8, Implicita funktionssatsen

Borde heta: Satsen om implicit definierade funktioner. Ger villkor som
garanterar att en nivakurva, nivayta etc. ér graf till en funktion.

Lost talat: Om f(a,b) = C' och normalvektorn till nivakurvan f(z,y) = C' i
(a,b), grad f(a,b), inte ar parallell med z-axeln sa finns en omgivning U till
(a,b) sadan att den del av nivakurvan som ligger i U &r graf till nagon funktion
y = y(z) med y(a) = b.

Ar grad f(a,b) inte parallell med y-axeln sa finns en omgivning V' till (a,b)
sadan att den del av nivakurvan som ligger i V &r graf till nagon funktion
r = z(y) med z(b) = a.
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Sats 8, Implicita funktionssatsen

Graf till y=y(x)
Graf till x=x(y)

Inte graf till y=y(x)
Graf till x=x(y)
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Sats 8, Implicita funktionssatsen

Om funktionen f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av
en punkt (a,b) sadan att f(a,b) = 0 och fy(a,b) # 0 sa definierar ekvationen
f(z,y) = 0, i ndrheten av (a,b), en deriverbar funktion

y = y(z) sadan att y(a) = b och f(x,y(z)) =0.

Derivatan till y(x) kan berdknas genom implicit derivering (anvéndning av
kedjeregeln):

& (fla,y(@) = £0=
filz,y(@) + folz, y(@)) - y'(z) = 0
Speciellt dr y/(a) = ——28%
Om fi(a,b) # 0 sa definierar ekvationen f(z,y) = 0 en funktion
xr = z(y) sadan att x(b) = a och
_ _fQ(a’b)
z'(b) = ACOL
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Sats 8, Implicita funktionssatsen
Om funktionen f(x,y, z) har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning
av en punkt (a,b,c) sadan att f(a,b,c) = 0 och f3(a,b,c) # 0 sa definierar
ekvationen f(x,y,z) = 0, i ndrheten av (a,b,c), en funktion z = z(x,y) sadan
att z(a,b) = c och f(z,y,z(x,y)) = 0.

De partiella derivatorna till z(z,y) kan berdknas genom implicit derivering
(anvindning av kedjeregeln):

2 (f(z,y, 2(z,y)) = 20 =
fl(xayvz(xay» + fg({L‘,y, z(;p7y)) . azgi’y) -0

__fi(a,be)
f3(a,b,c)

Speciellt &r z(a, b)) =

f2(a,b,c)

Pa samma sitt erhalls 25(a, b)) = ~ T abo
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Jacobideterminanten, Jacobianen till u = u(x,y) och v = v(x,y) ar de-
terminanten

d(u,v) :’ % % '
Az, y) o5 oy

Jacobideterminanten till funktionerna F(z,y,---) och G(z,y,---) med avse-
ende pa variablerna x och y ar determinanten

ar) £ %)
(z,y)

br Oy
Notera att F' och G kan vara funktioner av ytterligare ett antal variabler.
Jacobideterminanten ar en funktion av samma variabler som F och G.
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% ar motsvarande 3 x 3-determinant, osv.

Jacobideterminanten
Om f dr en funktion fran R™*" till R", alltsa i princip n funktioner av m +n
variabler, sa kan variablerna skrivas (x,y) dar x € R™ och y € R™. Vi har da
f = f(x,y). Jacobideterminanten skrivs nu enklast %—fy)
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Sats 8, Implicita funktionssatsen
Om funktionerna f(u,v,x,y) och g(u,v,z,y) har kontinuerliga partiella deri-
fla,b,c,d) =0 och

vator i en omgivning av en punkt (a,b, ¢, d) sadan att { g(a,b,c,d) =0

0 (a,b,¢,d) # 0

O(z,y)

sa definierar ekvationssystemet
f(w,v,2,y) =0 , 1 nérheten av (a,b, ¢, d),
g(u7v7x7y> = 0

funktioner z = x(u,v) och y = y(u,v) sadana att

{x(a,b)—c . {f(u,v,:c(u,v),y(u,v))—o

y(a,b) =d g(u,v, z(u,v),y(u,v)) =0 "
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De partiella derivatorna till z(u,v) och y(u,v) kan berdknas genom implicit
derivering (anvindning av kedjeregeln): till exempel

% (f(u,v,z(u,v),y(u,v))) =0=
flu,v,z(u,),y(u,v)  +  falu,v,(u,0),y(u,0) - Z(uw)  +

f4(uav’x(u7v)7y(uvv>> ’ %(U,U) =0

Pa samma sitt deriveras den forsta ekvationen med avseende pa v och den
andra med avseende pa u och v. Detta ger fyra ekvationer ur vilka de partiella
derivatorna till z(u,v) och y(u,v) kan beridknas.
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De fyra ekvationerna ovan kan skrivas pa matrisform.

fofe | | fs fa %%:OO
g1 G2 93 91 || 55 % 00
Har skall f; ldsas f;(u,v, z(u,v),y(u,v)) och de partiella derivatorna av = och
y skall tas i punkten (u,v).
fs Ja dr inverterbar eftersom dess determinant ar 299 som #r

g3 g4 o(z,y)
nollskild i nérheten av (a, b, ¢, d).

Alltsa géller:
X X -1
{% g—v]:_[fs f4} {fl fg}
S B g3 9a g g2 ]
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Matrisen

Taylors formel Antag att f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator av ord-
ning t.o.m. n + 1 i en omgivning till punkten (a,b) och antag att punkten
(a + h,b+ k) ligger i denna omgivning,.

Da giller:

n

fla+h,b+k)=> (hDy + kDy)" f(a,b) + Ru(h, k)

m=0
dir R, (h,k) = (hDy+ kDo) f(a+6h,b+ 6k) for nagot tal 6 mellan 0 och 1.

Med x = a + h och y = b+ k skrivs formeln:

n

f@y)=> ((x—a)Dy+ (y — b)D2)" f(a,b) + Ru(h, k)

m=0
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Speciellt ar Taylorpolynomet av ordning 2 i punkten (a,b):

((z —a)?fir(a,b) + 2(z — a)(y — b) fr2(a, b)+
(y — b)?f(a,b))

Taylorpolynomet av ordning 3 i punkten (a,b) &r:

Py(x,y) = f(a,b) + (z — a) fia,0) + (y — b) fa(a, b) +
1
2

Py(z,y) = Pa(w,y) + é ((z — a)® fr(a, b)+

3(z — a)g(y —b) fuz(a,b) + 3(x — a)(y — b)2f122(a, b) +
(y — b)3f222(a, b))

Polynomen av hogre ordning erhalls pa samma sétt. Koefficienten framfor re-
spektive term ar motsvarande binomialkoefficient. Den bestdms enklast med
hjalp av Pascals triangel.
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En funktion har lokalt maximum i en punkt (a,b) om det finns en omgivning
B, (a,b) sadan att

f(z,y) < f(a,b) for alla (x,y) € Dy U B,(a,b)
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Sats 1 Lokalt maximum kan erhallas i:
1. punkt dér gradienten inte existerar,s.k. singuldr punkt
2. punkt pa randen av definitionsomradet, randpunkt

3. punkt dér grad f(z,y) = 0 s.k. kritisk punkt
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Sadelpunkt
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Sats 3: Klassificering av kritiska punkter med andraderivatorna

Antag att (a,b) &r en kritisk punkt for funktionen f(x,y)
Satt A = fi1(a,b), B = fia(a,b) och C = fn(a,b)
(i) Om AC — B? > 0 och A > 0 sa har f lokalt minimum i (a, b)
(i) Om AC — B? > 0 och A < 0 sa har f lokalt maximum i (a, b)
(iii) Om AC — B? < 0 s har f sadelpunkt i (a,b)
)

(iv) Om AC — B? = 0 sa ger denna test ingen information, taylopolynom av
hagre ordning maste anvéndas.
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Med storsta véirdet av f(x,y) pa en méngd D, som forutsétts vara en delméngd

av f:s definitionsomrade Dy, menas storsta virdet av f for punkter som ligger
iD.

Ofta anvinds beteckningen f(D) for
{z: 2= f(x,y) for nagot (x,y) € D}.

Storsta vardet av f(z,y) pa D ér alltsa det storsta talet i f(D), om det finns
ett sadant.
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Ofta ges D av en eller flera olikheter eller ekvationer som g(z,y) < 0 eller
9(x,y) = 0.

T.ex. ger olikheten 922 + 4y? — 36 < 0 en elliptisk skiva och ekvationen 92 +
49* = 36 en ellips.

Da D ges pa detta sétt kallas storsta virdet av f pa D ofta storsta virdet av
f under bivillkoret g(z,y) < 0 eller g(x,y) = 0.

Man séger ocksa att f har lokalt maximum i punkten (a,b) under bivillkoret
g(xz,y) < 0 om punkten uppfyller bivillkoret och f(z,y) < f(a,b) for alla
punkter (z,y) som uppfyller bivillkoret och ligger i nagon ldmplig omgivning
till (a,b).
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Sats 13.1.2 Existens av extremvirde.
Om f &r kontinuerlig i ett slutet, begridnsat och sammanhéingande omrade, D,
sa ar f(D) ett slutet och begransat intervall.

Speciellt har funktionen ett stérsta viarde och ett minsta vérde i D. I de punkter
dessa virden antas, har f lokalt maximum respektive lokalt minimum.de &r
alltsa endera

(i) singuldra punkter,
(ii) randpunkter eller

(iii) kritiska punkter.

Om D #r sammanhéngande (varje par av punkter i D kan forbindas med en
kurva i D) sa giller satsen om mellanliggande vérde: om m &r funktionens
minsta virde i D och M det storsta och ¢ ar ett tal mellan m och M sa é&r
¢ = f(a,b) for nagon punkt (a,b) i D.

Detta giller inte om D inte dr sammanhéngande.
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Sats 4: Lagranges multiplikatormetod
Antag att

(i) funktionerna f och g har kontinuerliga forsta ordningens partiella deri-
vator i en omgivning av punkten (a,b)

(ii) punkten (a,b) ligger pa kurvan C : g(z,y) = 0 (dvs. g(a,b) = 0)

(iii) f har lokalt maximum eller minimum i (a, b) under bivillkoret g(x,y) =0
(iv) punkten (a,b) &r inte en dndpunkt till kurvan C

(v) Vg(a,b) # 0

Da finns ett tal A sa att (a,b,\) dr kritisk punkt for Lagrangefunktionen
(z,y,A) = f2,y) + Ag(z,y).
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Att (a,b,A) &r kritisk punkt for ®(x,y,\) = f(z,y) + A\g(x,y) innebér att
V f(a,b) och Vg(a,b) ér parallella.

Detta innebér i sin tur att nivakurvan f(z,y) = k déar k = f(a,b) och kurvan
g(x,y) = 0 tangerar varandra i punkten (a,b).

Metoden ar anvéndbar ocksa for funktioner av tre variabler:

(a,b,c, \) ar kritisk punkt for ®(x,y, 2, \) = f(x,y, z) + A\g(x, y, z) innebar att
nivaytan f(x,y, z) = k dar k = f(a, b, ¢) tangerar ytan g(x,y, z) = 0 i punkten
(a,b,c).
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Exempel: Extremvirde under bivillkor

Vi soker storsta och minsta viirdet for funktionen f(x,y) = 8x% + 4ay da
punkten (x,y) ligger pa ellipsen 422 + y? = 16.
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