Flervariabelanalys E2, Vecka 5 Ht08

Omfattning och innehall

e 15.1 Vektorfilt och skalérfilt

e 15.2 Konservativa vektorfilt (t.o.m. exempel 5)

e 15.3 Kurvintegraler

e 15.4 Kurvintegral av vektorfalt

e 15.5 Ytor och ytintegraler

e 15.6 Orienterade ytor och flodesintegraler (normal-ytintegraler)
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Mal: For betyget godkand skall du kunna:

e skissa ett vektorfalt i planet och beridkna filtlinjer till det.

e definiera begreppet konservativt vektorfilt och berdkna potential till ett
konservativt falt.

e kinna till nodvandiga villkor for att ett vektorfalt skall vara konservativt
(sid 813) och med hjilp av dessa kunna visa att ett givet vektorfilt inte
ar konservativt.

e forklara sambandet mellan nivakurvor till en potential och féltlinjerna

till ett konservativt vektorfalt.
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definiera begreppen kurvintegral av en funktion och kurvintegral av ett
vektorfdlt och kunna berdkna sadana integraler genom parametrisering
av kurvan.

tillampa satsen om kurvintegralers oberoende av integrationsvigen.

definiera begreppen ytintegral av en funktion dver en yta och flode av ett
vektorfdlt genom en orienterad yta och kunna berdkna sadana integraler
och fléden genom parametrisering av ytan.

tillampa kurv- och ytintegral for att bestdmma t.ex. massa, laddning och
tyngdpunkt (se t.ex. 6vn 15.3.9, 15.5.17 & 15.5.23).
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Mal For hogre betyg skall du dessutom kunna:

definiera begreppen omrade, sammanhdngande omrade och enkelt
samanhdngande omrade.

formulera och bevisa satsen om kurvintegralers oberoende av integra-
tionsvagen.

motivera definitionerna av begreppen kurvintegral, ytintegral av en funk-
tion 6ver en yta och fléde av ett vektorfilt genom en orienterad yta, ge-
nom att ge exempel pa tillimpning och forklaring av varfér respektive
integraltyp kan utnyttjas i exemplet.
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Ett vektorfilt i planet dr en funktion F fran R? till R2.
F(z,y) = f(z,y)i+ g(z,y)]

Vi uppfattar (z,y) som en punkt i planet och F(z,y) som en vektor i planet.

For att askadliggora vektorfiltet véljer vi ett antal punkter (z;,y;) och avsétter
vektorerna F(z;,y;) 1 respektive punkter.
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Ett vektorfilt i rummet &r en funktion F fran R? till R3.
F(z,y,2) = f(z,y,2)i+ g(z,y,2)j + h(x,y, 2)k
uppfattad pa samma sitt som vektorfilt i planet.
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Féltlinjerna till ett vektorfélt &r kurvor vars tangenter ar parallella med vek-
torfaltets vektorer.

Alltsa: Lat (a, b) vara en punkt i definitionsméngden till vektorfiltet F(z,y) =
f(x,9)i+ g(z, y)j.

En filtlinje genom denna punkt &r en kurva r(t) = (x(t), y(¢)) sadan att
r(to) = (z(to), y(to) = (a,b) och

2/ (to)i + /' (to)j ar parallell med f(a,b)i+ g(a,b)j
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Féltlinjerna &r losningarna till differentialekvationen
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Ett vektorfilt, F(z,y, 2) = f(z,y, 2)i+g(x,y, 2)j+ h(z,y, 2)k med definitions-
méngd D, kallas konservativt om det finns en funktion ¢(z,y, z) definierad pa
D, sadan att

Vo(z,y,2) = F(z,y,2) for alla (z,y,z) € D
Funktionen ¢(z, vy, z) kallas potential till F(z,y, 2).

Nivaytorna ¢(z,y, z) = C kallas ekvipotentialytor till F(x,y, 2)
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Ett vektorfilt, F(z,y,) = f(x,y)i + g(z,y)j med definitionsmingd D, kallas
konservativt om det finns en funktion ¢(z,y) definierad pa D, sadan att

Vo(x,y) = F(z,y) for alla (z,y) € D
Funktionen ¢(z,y) kallas potential till F(x,y).
Nivakurvorna ¢(z,y) = C kallas ekvipotentialkurvor till F(z,y)

Féltlinjerna till F(z,y) &r ortogonala mot ekvipotentialkurvorna till F(x,y)

Adams 15.2, tma043 V5, Ht08 bild 10

Observera att i tillampningar och i de flesta mattebocker ar ¢ potential till
F om

F(zr,y,z) = =Vo(zx,y, z) for alla (z,y,z) € D

Foljer man faltlinjerna i F:s riktning sa minskar i sa fall potentialen.

Om en partikel faller i ett gravitationsfilt sa utrdttar gravitationen ett ar-
bete, partikels kinetiska energi 6kar och dess potentiella energi minskar med
motsvarande méngd.
I Adams bok ar det tvartom, potentialfunktionens virde okar i F:s riktning.
Matematiskt sett dr det ingen vésentlig skillnad men ett missat minustecken
kan vara 6desdigert.
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Om F(z,y,) = f(x,y)i+ g(x,y)j ar konservativt i D sa maste gélla att:

0

)
a—yf(:v,y) = %g(w,y)

i alla punkter (z,y) € D
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Om F(z,y,2) = f(z,y,2)i+ g(x,y,2)j + h(z,y, 2)k &r konservativt i D sa
maste gélla att:

0 0
a_yf(zayvz) - %g(x,y,Z)

0

0
&f(df,y?Z) - a_xh(xvya Z)

0 0
&.g(l’,y,Z) - a_yh(xvyvz)

i alla punkter (x,y,2) € D
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Med kurvintegralen av f(x,y,z) 6ver (eller langs) kurvan C menas integralen

/C f(,y, 2)ds = / Fr() (1) dt

dérr =r(t) a <t <b #r en parametrisering av kurvan C.

Adams 15.3, tma043 V5, Ht08 bild 14

Med kurvintegralen av den tangentiella komponenten av ¥ (x,y, z) 6ver (eller
langs) kurvan C menas integralen

/F-dr:/F~Tds
C C

dér TA ar en enhetstangent till kurvan C.
Men Tds = r'(t)dt sa

/C Fudr — / B e(t)) (1)t

Om F(z,y,2) = f(z,y,2)i+ g(z,y, 2)j + h(z,y, )k sa skriver man ofta

/Fdr:/f(m,y,z)dx—i—g(x,y,z)dy—i—h(x,y,z)dz
C C
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Definition: Ett omrade D kallas sammanhdingande om varje par av punkter

P och ) i D kan bindas samman med en styckvis glatt kurva som ligger helt
iD.

Definition: FEtt omrade D kallas enkelt sammanhdngande om varje enkel
sluten kurva kan dras samman till en punkt utan att lamna D under samman-
dragningen.
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Definition: En funktion fran R till R kallas smoth — glatt om den har kontinu-
erlig derivata. En funktion fran R™ till R kallas glatt om de partiella derivatorna
ar kontinuerliga. En funktion fran R” till R™ kallas glatt om komponentfunk-
tionerna ar glatta.

En kurva dr glatt om den har en glatt parametrisering med derivata r'(t) # 0
for alla t. Den ar styckvis glatt om den kan delas in i dndligt manga glatta
delar.
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Lat D vara ett 6ppet sammanhédngande omrade och lat F vara ett glatt vek-
torfélt definierat pa D.

Da ar foljande tre utsagor ekvivalenta i den meningen att om ett av dem &r
sant (for ett visst vektorfilt och ett visst omrade) sa ar de andra tva ocksa
sanna.

(a) F ar konservativt i D
(b) [, F-dr =0 for varje sluten styckvis glatt kurva C i D.
(¢) Om C; och C, &r tva kurvor i D med gemensamma start- och slutpunkter

S& Ar fCl F-dr = f02 F-dr.
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OBS! Om F éar konservativt med potential ¢ och C; har startpunkt F, och
slutpunkt P; sa ar
[ e =o(p) - o)
c
OBS 2 Med fysikens potentialbegrepp dér alltsa —¢ ar potentialfunktionen
har vi istéllet
[ e =o(r) - o(P)
c
Detta stdmmer béttre med t.ex. definitionen i NE: potential, det arbete som
kravs for att forflytta en massenhet, en positiv enhetsladdning eller en magne-
tisk enhetspol fran oéndligt avstand fran ett konservativt kraftfilts kéallor till
en punkt i kraftfiltet (gravitationsfilt, elektrostatiskt eller magnetiskt filt).

Potentialskillnaden &r det arbete som krdvs for forflyttningen. Kurvintegralen
ar det arbete faltet utfor.
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En parametriserad yta i rummet ar en kontinuerlig funktion r definierad pa en
rektangel R = {(uv) : a < u < b, ¢ <wv <d} (eller annat slutet begréinsat
omrade med vildefinierad area) i uv-planet och med viirden i R?:

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k (u,v) € R

Hér tédnker vi oftast pa z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k som koordinaterna for
punkten (x,y, z). Dessutom uppfattar vi oftast virdemdangden for r(u,v) som
den parametriserade ytan, inte funktionen sjalv.
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Notera att alla punkter pa ytan ar randpunkter eftersom ytan &r ett tvadimen-
sionellt objekt i R3. Punkter pa ytan som motsvaras av inre punkter i omradet
R kallas trots detta inre punkter pa ytan.

Randen till omradet R avbildas ibland, men inte alltid pa en kurva som av-
gransar ytan. Den kurvan kallas i sa fall for ytans rand.
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Om ytan beskrivs geometriskt och vi skall hitta/ge en parametrisering av ytan
sa kraver vi att den (funktionen) skall vara en-entydig utom mojligen pa randen
till omradet R.
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En yta kallas glatt om det finns ett tangentplan i varje punkt (utom i rand-
punkterna)

Ytan kallas styckvis glatt om den dr sammansatt av glatta ytor, "hopklistrade”
léngs randkurvor.

Definition 5 i boken séger att en punktmingd S i R? #r en glatt yta om den
lokalt ar nivayta till en glatt funktion g med normalvektor Vg # 0.

En parametriserad yta ar glatt om funktionen r = r(s,?) som ger parametri-
seringen &r glatt och 2 X 22 7& 0 for alla s och t.
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Ett infinitesimalt ytelement har arean dS = |— X —‘ dudv.

En normalvektor till ytan i punkten r(u,v) ges av

_or o 0(y.z). 9zx). 0Oy
S R P 3(u,v)l+ 8(u,v)’] * 8(u,v)k

Arean av ytan § = // ds = //

Ytintegralen av en funktion f(z,y,z) dver ytan S ges av integralen

[ 1wvyis = [ st o)
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dudv

or Or
_X_

50 % 7o dudv

En yta S kallas orienterbar om det finns ett enhetsvektorfélt N(P) definierat
och kontinuerligt pa S och i varje punkt ortogonalt mot S. Ett vektorfialt som
uppfyller dettas kallas for en orientering av S.

Om S &r en parametriserad yta med }% X %! # 0 i alla punkter pa ytan, sa

ger
N o o
or o]
ou v
de tva mojliga orienteringarna.
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Ett vektorfalts flode genom en orienterad yta S ges av ytintegralen

//F.Nds eller //F-dS
S S

For parametriserade ytor &r

& or Or
//SF : NdS—:I://RF(r(u,V)) SR %dudv

Val av tecken =+ innebér ett val av riktning i vilken flodet uppfattas positivt.
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Ett bokstavsbyte u «<» v ger ett teckenbyte i

8r><8r B ;m gy ;{Z
ou™ v |3 % 3
dv v v
oy 0z o 0z oz By
- B B R || E g
ov v ov  Ov ov  Ov
oy,z). O(z,z). Oz,
_ e, O )J+ (,9)
d(u,v)  I(u,v)”  I(u,v)

Vi kan dérfor utga fran att parametriseringen ger rétt orientering.
Da kan flodesintegralen av
F(z,y,2) = f(z,y,2)i+ g(x,y, 2)j + h(z,y, 2 )k skrivas

[IsF- dS = [[sf(x,y,2)dydz + g(x,y,z)dzdx + h(z,y,z)dedy=

Y,z 2] Z,T 9 z,
I ( .y, 2) 5 + g(x,y, 2) 55 + h(x,yw)aguﬁ;) dudv
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