Flervariabelanalys E2, Vecka 6 Ht08

Omfattning 16.1, 16.3 - 16.5 Innehall: Gradient, divergens, rotation, Greens
sats/formel, divergenssatsen i tva och tre dimensioner, Stokes sats
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Mal: For betyget godkénd skall du kunna:

e berdkna divergens, divF, och rotation, curl F for ett vektorfélt F.

e definiera begreppen kallfritt (solenoidal) och virvelfritt (irrotational) vek-

torfalt.

e tillimpa sats 16.2.4

e tillimpa Greens formel (16.3.6) och divergenssatsen (16.3.7 och 16.4.8) i

relativt okomplicerade situationer.

e beridkna area av omrade i planet med hjélp av Greens formel

e berikna volym av omrade i rummet med hjilp av divergenssatsen

e tillimpa Stokes sats (16.5.10) i relativt okomplicerade situationer.
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For hogre betyg skall du dessutom kunna:
e formulera satsen om divergensen som flédestathet

formulera satsen om rotationen som virveltathet

formulera och bevisa sats 16.2.3 g) och h)

formulera och bevisa Greens formel (sats 16.3.6)

formulera och bevisa divergenssatsen i tre dimensioner (sats 16.4.8)
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Om f : R?® — R sa definieras gradienten genom:

_of. of. of
Vf= 8x1+ 8y‘l+ 8zk
Man kan se 6 5 9

som en operator som verkar pa f.

Denna operator kan verka &ven pa vektorfalt:
Om F:R?® - R3sa ar F = Fii+ Fyj + Fyk och

) 0 0 0 . .
divF =V.F = (8_ + a_y‘] + 8_k) « (Fii+ F3j + F3k)
_ O0F  O0Fy,  OF
 Ox + Jy + 0z
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Vi har ocksa:

o, 0. 0 . .
curlF = VX F = (%1+8_yj+$k> X (Fii+ Fyj + F3k)

OF, OR\, (OF OF). (0F OF),
oy 0z 0z ox . ox oy
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Sats 16.3
(g) Vo(VxF)=0 (divcurl =0)
(h) Vx(Vf)=0 (curlgrad = 0)
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Definition 16.2.2

Ett vektorfalt ¥ kallas kdllfritt, divergensfritt, eng: solenoidal i ett omrade D
omdivF =01iD.

Ett vektorfilt F kallas rotationsfritt, eng: irrotational i ett omrade D om
curlF =01 D.

Om F é&r konservativt sa dr F rotationsfritt.

curl F ar alltid kéallfritt.
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Sats 16.2.4 Om F ér ett glatt, rotationsfritt vektorfalt i ett enkelt samman-
hingande omrade D sa éar F konservativt.

Sats 16.2.5 Om F ér ett glatt, killfritt vektorfilt i ett omrade D med egen-
skapen att varje sluten yta i D &r rand till ett omrade som ligger helt i D sa
ar

F = curl G for nagot vektorfalt G, definierat i D. Vektorféiltet G kallas vek-
torpotential till F.
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Definition Ett omrade kallas xz-enkelt om det begréinsas av linjer y = a och
y = d i y-led och kurvor x = g(y) och = = h(y) i z-led.

y=d

=h
x=g(y) D x=h0y)

y=c
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Definition Ett omrade kan vara bade z-enkelt och y-enkelt:

Ett omrade kallas reguljart om det kan delas i d&ndligt manga z- och y-enkla
delomraden.
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Sats 16.3.6 Greens formel
Antag att D &r ett reguljart, slutet omrade vars rand C bestar av en eller flera
styckvis glatta slutna kurvor utan dubbelpunkter, positivt orienterade relativt

D.
Antag ocksa att F = F|(x,y)i+ Fa(z,y)j ar ett glatt vektorfilt definierat i D.

Da giller:
oF, 0F;
F F. = Z2 = A
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Area som kurvintegral
Antag att C ar den positivt orienterade randen till D. Da géller:

1
%mdy:—j{ydx:—j{xdy—ydx: Arean av D
c c 2 Je

Adams 16.3, tma043 V6, Ht08 bild 12




Sats 16.3.7 Divergenssatsen i R?

Antag att omradet D och dess rand C och vektorfaltet F = Fy(x, y)i+ Fo(x,y)j
uppfyller villkoren i Greens formel. Antag ocksa att N ér det utatriktade en-
hetsnormalvektorfaltet till C.

Da géller:
j{F-Nds_// div FdA = // ORI 14
Or dy

Adams 16.3, tma043 V6, Ht08 bild 13

Sats 16.4.8 Gauss divergenssats. Antag att D &r ett tredimensionellt re-
guljart omrade vars rand S ar en orienterad sluten yta med enhetsnormal N
riktad ut fran D. Antag ocksa att F &r ett glatt vektorfalt pa D. Da géller:

/ / / divFdV = # F.NdS
D S
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Tolkning av divergensen
Lat D vara en sfiar med radie € och centrum i punkten P. Lat S vara randen
med utatriktad normal. Da géller:

/ / / divFdV = # F.NdS
D S
divF(P) = lim

k ﬂ F.NdS
e—0 4med [T s

Ytintegralen kan ses som "flédet ut ur punkten P”.
div F(P) tolkas da som “kallstyrka per volymsenhet”.

och alltsa:
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Sats 16.5.10 Stokes sats )
Lat S vara en styckvis glatt orienterad yta med enhetsnormalvektorfilt IN.

Antag att randen C till S bestar av en eller flera styckvis glatta, slutna kurvor,
positivt orienterade relativt orienteringen av S. (Detta innebér ungefir att
N x T pekar in i ytan.)

Antag ocksa att F ar ett glatt vektorfilt pa en 6ppen méangd D som innehaller

S.
f{ Fedr = # (curl F)«NdS
C S

Da giller:
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Tolkning av rotationen
Lat S vara en cirkelskiva med radie € och centrum i punkten P och normal-

~

vektor N.
Lat C vara randcirkeln genomlépt moturs sett fran spetsen av N.
Da géller:

j{F-dr :}é‘{s(cuﬂF)oNdS ~ me2(curl F(P))sN

och alltsa:

o 1
(curl F(P))sN = lim — ]{F-dr
c

Kurvintegralen kan tolkas som arbetet vektorfiltet F utrdttar da en partikel
gar runt i den cirkuléra banan.

(curl F(P))<N kan alltsa ses som filtets formaga/tendens att fa en partikel att
rotera kring axeln N.
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