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3 Multipelntegraler

3.1 Dubbelintegraler

Exempel. Vi skall beidkna dubbelintegraletf|, (ysinz + x cosy) dedy dar D ar
rektangelnD : 7 <z <27, 0 <y < 7.

Losning. Ett enkelt &tt att beékna rarmevardenar att beakna en Riemannsumma till
integralen. Vi ldrjar med att definiera integranden som en anonym funktion

>> f=@ (x,y) y.*sin(x)+x.*cos(y);

Darefter @r vi en partition avD med 1000 x 1000 delrektanglar, alla med arean
72 /1000000:

>> n=1000;
>> [x,y]=meshgrid(linspace(pi,2*pi,n+1),linspace(0,pi,n+1));

Hela rektangelareaar 72, delrektanglarnas ares 72 /10°. Vi valjer sedan en punkt
i varje delrektangel, t.ex. nedreanstra krnet. Ch beéknas Riemannsumman med
kommandot

>> dA=pi"2/n"2;
>> |=sum(sum(f(x(1:n,1:n),y(1:n,1:n))))*dA

Jamfor med integralens exaktarde, —72 sa ser du att relativa felet, trots det myc-
ket stora antalet delrektangla,6 + 1073, Relativa felefar alltsd ungeéir samma som
sidlangden i delrektanglarnadFatt minska relativa felet med en faktor 10 till stor-
leksordningenl0—*, maste antalet delrektanglar, och antalet element i matriserna
ochy, 6kas med en faktor 100 till0®. Matlab klarar inte mycket 8tre matrise&n de
som anants far. Skall man be&tkna Riemannsumma med finare indelningvs det
att kalkylerna organiserasi@nnat tt. O

Genom detta exempel kan man se att Riemannsumman inte ger en bra numerisk metod.
Dessutom tar kalkylering tid vilket syns om marater Matlab ta tiden:

>> tic,I=sum(sum(f(x(1:n-1,1:m-1),y(1:n-1,1:m-1))))*A,toc

For att beékna approximativaarden & envariabelintegraler aamds oftaSimpsons
formelsom bygger g att man delar in integrationsoaatet im sma intervall, och sedan
approximerar integranden i vart och ett av intervallen med ett andragradspolynom som
har samma &rde som integranden i delintervall@sdpunkter och mittpunkt.



Summan av integralerna av andragradspolynomen ger Simpsons formel:

/a ’ f(x)dr ~

b— a) ochwy, &ritur och ordning, 2, 2,
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Med 500 delintervall och &rmed1001 punkter (inklusive mittpunkterna i delinterval-
len) ges bljdenwy i Matlab av

Hararz, = a+ s——

>> m=500: n=2*m+1; w = [1 [3*ones(1,n-2)+(-1)."(2:n-1)] 1]/6;

Genom upprepad integratioraidsimpsons formel a@nds brst vid integralbeikning
i ena variabeln och sedan i den andra kan mireka en tadimensionell Simpsons

formel:
2m+1 2m—+1

//f b—a) Z > win e fg, ).

7=0 k=0

Hararz; = a+
ovan.

s (b—a), yp = c+ ﬁ(d —¢) ochw; ;, = w; - w, medwy, enligt

Vikternaw; ;, ges av matrisen:
> W = w *w;

For att beakna integralen ovan med dennadimensionella Simpsons formel, och
samtidigt ta beikningstiden skriver man:

>> m=500;n=2*m+1;

>> [x,y]=meshgrid(linspace(pi,2*pi,n),linspace(0,pi,n));
>> w = [1 [3*ones(1,n-2)+(-1)."(2:n-1)] 1]/6;

> W = w * w;

>> dA=pi"2/m2;

>> tic,I=sum(sum(W.*f(x,y)))*dA,toc

Tidsatgangen blir ungefr samma sonif Riemannsumman, men relativa felet blir nu
av storleksordningei/m?*.

Matlabs integralbéitkningsprogranguad anvander Simpsons formel men med en ad-
aptiv metod ér intervallindelningen styrs av ningsresultaten. & funktionen va-
rierar mycket grs finare indelning, & variationerér liten gors grov indelning. Det
finns ock& ett par andra bakningsmetoder att tilfy quadl , ochquadgk . Du kan
lasa mer om detta i Matlal®oduct helpunder rubrikerNumerical Integration (Quad-
rature)



Dubbelintegraleover axelparallella rektanglar ddmas med KElp avdblquad . |
princip anands upprepad integration genom att Matlaist gor en indelning av den
andra variabelns intervall, bitnar enkelintegralen i alla dessa delningspunkter med
avseende dden brsta variabeln med &jp avquad . Simpsons formel tikmpas se-
dan med dessa kiknade integrarden. Indelningen av andra variabelns intervall
forfinas, integraler bé&knas i de nya punkterna, Simpsons formehtiipas igen. Pro-
ceduren upprepas tilbfandringerér liten nog.Aven i detta fall grs indelningen fi-
nare @r det bebvs. Man kan @lja annan metoddr be&kning av enkelintegralerna.
Trippelintegralsbeikning, som vi kommer till i avsnitt 3.2 byggedgamma id.

Exempel. Vi skall betakna samma dubbelintegral som oVgh (i sin -+ cos y) dady
dar D arrektangelD : 7 <z <27, 0 <y <.

Losning. Eftersom vi redan definierat integranden som en anonym funktion
kan vi beékna dubbelintegralen, med relativt fe)=¢ vilket ar grundinstliningen,
genom kommandot

>> | = dblquad(f,pi,2*pi,0,pi)

Jamfor med integralens exaktd@rde,—7? sa ser du att relativa felet i&@va verketar
ungefar 107,

For att minska betkningstiderna kan vi ibland accepterarse relativt fel. Komman-
dot

>> | = dblquad(f,pi,2*pi,0,pi,0.006)
ger samma relativa fel som riemannsumman ovan, men huadgeg snabbare. [

Vid berakning av dubbelintegraléver ett allnannare omxde D, som ligger i en ax-
elparallell rektangeR i planet, an@ander vi att

//D f(z,y) dxdyZ//Rf(x,y)XD(x,y) dxdy

dar yp ar karakteristiska funktionerdf omidetD dvs.

{ 1 om (z,y) €D

Xp(r,y) = 0 annars

Exempel.
Vi skall befakna [ [, (y sin x + x cos y) dady dar

D={(z,y): 0<z<2,0<y<a?}

Losning. Vi definierar anonyma funktioner som motsvarar karakteristiska funktionen,
integranden ochgi enkelhets skull, produkten av dessa:tv
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>> karD = @ (xy) (0 <= x).* (x <= 2).50 <= y)* (y <= x."2);
>> f = @(x,y) y.*sin(x)+x.*cos(y);
>> fD = @(x,y) karD(x,y).*f(x,y);

EftersomD C {(z,y): 0 <2 <2, 0 <y < 4}, 4 beéknar vi sedan integralen med
kommandot

>> | = dblquad(fD,0,2,0,4)

Varje annan rektangel som omfattarduger far. O

3.1.1 Ovningar

3.1.1 Berakna Bljande integraler m.h.ablquad .

a) //Dysin (y + zy) dzdy

darD = {(z,y): 0<z <1, —7/2 <y <7/2}.

b) // 2?4 " dady , darD = {(z,y): 22 + 42 < 1}
D

c) // " drdy , darD = {(z,y): 1<z <2—y, |zy| < 1}
D

(Skissa brst for hand @ om@adetD. Ga tillbaka till avsnittet om nigikurvor
om du vill fa hjalp av Matlab.)

3.1.2 Lat D vara det omade i planet som begnsas av ni@kurvornar sin i+ cos . =
zy och(z + 3)% + (y — 2)? = 1.5 och som innedller punkten—3, 1). Berakna
tyngdpunktendr omiddetD.

Nagra avsnitt/uppgifter ur kursboken som anknyter till detta avsnitt: 14.2, 14.4

3.2 Trippelintegraler
Detar inte ragon \asentlig skillnad p beékning av trippelintegral eller dubbelintegral
med Matlab.

Exempel. Lat oss se hur man aamdertriplequad for att beékna integralen
[[]pzy*2* dadydz, darD : 0 < 2 < 1,0 <y < 2,1 <z < 2. Viborjar som
tidigare med att definiera integranden som en anonym funktion

>> f=@(x,y,z) X.*y."2.*2.”3;



For att bedkna integralen ger vi sedan kommandot
>> |=triplequad(f,0,1,0,2,1,2)
0

Om integrationson@det intear en parallellepiped definierar vi en karakteristisk funk-
tion for omdet, multiplicerar med den och integrerar, precis sonadimensionella
fallet.

3.2.1 Ovningar

3.2.1 Anvand kommandatriplequad for att beékna trippelintegralen

dxdydz N
darD:z>0,y>0,z>0,x+y+2<2.
[ e , ,

3.2.2 Berakna volymen av en &f med radie 1 genom att lédmna integralen

drdydz dar D : 2% + y? + 2% < 1, dels med Hilp av shrisk substitution
D
ochtriplequad , dels med tekniken med karakteristisk funktiamr 2 och
triplequad
Nagra avsnitt/uppgifter ur kursboken som anknyter till detta avsnitt:
14.5.1-12, 14.6.15-20

3.3 Monte Carlo metoden

| detta avsnitt skall vi se hur man kan B&na flerdimensionella integraler approxma-
tivt med den & kalladeMonte Carlo-metodenVi kommer inte att gra ragon ma-
tematisk analys av hur effektiv och noggrann metodereftersom en&lan analys
forutsatter kunskaper i matematisk statistik.

De metoder som afwnts i det bregaende utnyttjar, som redaamts,Simpsons formel

| Matlabprogrammeiguad dblquadochtriplequadanvands en adaptiv metodadin-
tervallindelningen styrs av b@kningsresultaten. Trots dettaikis manga beiikningssteg
for att gedonskad noggrannhet.

Matlabprogrammenuad dblquadochtriplequadhar tre nackdelar.® det Brsta har
de problem med diskontinuiteter, som naturligt kommer in om integratioréstehr
inte ar en rektangel eller etétblock. For det andrabkar beékningstiden @sentligt
medokande dimension.df det tredje, och viktigast, finns ingetrtligt matlabprogram
for n-dimensionella integraler med> 3.



En enkel metod som kan vara éishing & dessa problei@ Monte Carlo-metoden. Vi
skall forst se hur den kan aamdas till attaskadliggora omaden i planet och bakna
arean. OmidetD i figuren nedarar inritat i en ruta sonar1 x 1.

Antag att omadet har arean.

Om man \aljer tva koordinated < x < 1 och0 < y < 1 slumpvis, &ar sannolikheten
att punkten(z, y) ligger i omddetD precisA (man naste shlla en del krav f hur
omradet ser ut,dr att detta psfiende skall vara sant). Om man riljer N punkter,
(w5,9:), 1 <14 < N, sabor antalet punkter)/, som ligger inom det markerade ondet
i genomsnitt varad - N. Med andra ordbr vifaM ~ A- N ochA ~ M/N.

Om omadet ligger inom en axelparallell rektandemed aredV’ sa tar man punkterna
slumpvis i rektangeln och multiplicerar kvoten mddt A ~ W - M/N.

Dettaar iden bakom Monte Carlo-metoden:

1. Valj N punkter(z;,y;) slumpvis i rektangelrR.

2. Under$k hur manga av deV punkterna som ligger i orade D. Kalla detta
antal ©or M.

3. TagA ~ W - M/N som en approximation av odulets area.

Man kan visa att om oradet uppfyller viss villkor, som uppfylls av de flesta Guden
man kan &inkas kommad, s ar beékningsfelet med denna metod av storleksordning
1/v/N. | det tdimensionella falleir detta gmforbart med Riemannsumman men i
hogre dimensiorar det \Asentligt attre.

Exempel. Vi ritar omradetD somgesad < a2y <4, 2 <y <4z, x>0,y >0
samt beaknar omadets area.

Losning. Vi observerar rst att omy p(x) ar om@adets karakteristiska funktiod ges
antalet taffari D av

N
=1
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Alltsa har vi att

| detta exempel har vi
>> chiD = @ (xy) (x*y>=1).*(x.*y<=4).*(y>=x).*(y<=4*X);

De tv& hyperblerna s linjerna i punkternds, 2), (1,1) (1,4) och(2,2). Omrdet
ligger i rektangeln; <z <2, 1<y <4

Vi genererar sedan punkter slumpvis i kvadraten med sida 1, multiplicerar med inter-
vallens Bngder och translaterad sitt \vansterandpunkr ratt:

>> N=100; X=rand(N,2);

>> x = 1/2 + 3/2*X(;,1); y = 1 + 3*X(;,2);

For att rita omadet kter vi Matlab bestmma alla punkterar karakteristiska funktio-
nenar 1.

>>M=find(chiD(x,y)==1);plot(x(M),y(M),".")

Eftersom rektangelarean 2 - 3 = § far vi sedan arean till:

>>A = 9/2*sum(chiD(x,y))/N;

Nar vi ser att det hela fungerakar vi antalet punkter till en miljon &k en fin graf och
arean till ungedr 2.08. Den exakta areadr 31n(2) ~ 2.076. . O

En vasentlig 6rdel med metodear att varken bé&ikningarna eller feletgverkas av
dimensionen. Om man har endimensionell kropp som ligger i eti-dimensionellt



ratblock av volymi? och slumpnassigt tarV punkter i dettaatblock, § ar kroppens
(n-dimensionella) volynV ~ W - &£, dar M ar antalet punkter som ligger i kroppen.

Om man iséllet vill berakna en multipelintegral,

j /---/Qf(X)dx,

sa gor man precis @ sammaatt, fast nu blir

w
I = W;XQ(X’L)f(X’Z)’

Det finns Hrbattringar av metoden. Vill du veta mer kan dish f:
http://www.wikidoc.org/index.php/Mont€arlo.integration
Exempel. Vi illustrerar hur man kan békna integralen

/// 1/v/ 22 +y? + 22 dedydz
D

dd D={(v,y,2): 2> +y*+22<1, x>0,y >0, z>0}.
Losning. Integrationsomixdet liggerikube <2 <1, 0<y <1,0<x < 1.

Som vanligt definierar vi ondidets karakteristiska funktion och integranden som ano-
nyma funktioner:

>>chiD=@(x,y,z) (X."2+y."2+z."2 < 1)
>>f=@(X,y,z) 1./sqrt(x.”2+y."2+z2."2)

och produkten:

>>fD=@(x,y,z) chiD(x,y,z).*f(x,y,z)

Vi | ater Matlab begtmma en miljon punkter i kuben slumpvis med kommandosekven-
sen

>>N=10"6; X=rand(N,3);x=X(:,1); y= X(:,2); z=X(:,3);

Integralbeékningen ges nu av:
int = sum(fD(x,y,z))/N

Det exakta @rdetar /4 som ar ungeér 0.7854, vilket aven triplequad ger. Me-
delvardet br 10 beakningar med denna metod bi@7858. Styrkan ligger i ndjligheten
att Oka antalet dimensioner. O



3.3.1 Ovningar
| figuren nedan ges oradetA av

A = {(z,y);(x —0.5)*+ (y — 0.5)* < 1/16},
ochT beshr av det omiide som definieras av olikheterna

y—2In(l+2z) < 0,
r+4(y—1/2)* < 1, och
(x—1/2%*+y* > 0.09.

OmradetA. OmradetT.

3.3.1 Berakna brst det exaktaardet av arean av o@detA och integralen,

//A(x2 +9?) dady .

Utfor samma beétkningar med Monte Carlometoderarfatt se hur det béaknade
vardet varierar dr fixt N och hur det drbattras br okande N kan du utbra
berakningarna medv = 10, 100, 1000, 10000 punkter, och upprepa varj@dan
berakning 10-15 gnger. Studera hur relativa felet varieraarfrgang till gang ca
N halls fixt och hur relativa felendrandras & NV okas.

3.3.2 Gor motsvarandedr omiadetl respektive integralen

//F(x2 +9?) dady .

| detta fall kan dugmfora med vadiblquad ger i séllet for det exakta &rdet.

3.3.3 Berakna volymen av en fyrdimensionelis:? + y? + 22 + «? < 1 med halp
av Monte-Carlo metoden.
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