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For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal
15.1 skissa ett vektorfalt i planet, skissa faltlinjer till det och
redogodra for sambandet mellan vektorfélt och faltlinjer.
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Outline

o Flervariabelanalys E2, Vecka 5 Ht09 Kapitel 15.1 - 15.6
e 15.1 Vektorfalt och skalarfalt

15.2 Konservativa vektorfilt (t.o.m. exempel 5)

15.3 Kurvintegraler

15.4 Kurvintegral av vektorfalt

15.5 Ytor och ytintegraler

15.6 Orienterade ytor och flodesintegraler

(normal-ytintegraler)
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ch fldesintegraler (normal-ytintegraler)

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
Adams | Mal
15.1 bestamma filtlinjer till vektorfilt i planet.
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o.m. exempel 5)

.m. exempel 5)

egraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytor och flodesintegraler (normal-ytintegraler)
Vektorfalt
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Ett vektorfalt i planet 4r en funktion F fran R? till R L N t\\\ i
F(x,y) = f(x,y)i+g(x,y)i Ty
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15.2 Konservativa vektorfilt (t.o.m. exempel 5) ervativa (t.o.m. exempel 5)
15.3
ktorfalt

er
15.6 Orienterade sch flddesintegraler (normal-ytintegraler)

Faltlinjer Faltlinjer

Faltlinjerna till ett vektorfalt dr kurvor vars tangenter &r parallella
med vektorfaltets vektorer. dx dy

Alltsa: Lat (a, b) vara en punkt i definitionsmangden till

vektorfiltet F(x,y) = f(x,y)i+ g(x,y)j. 2
| Flag) = etoosyi— et
En faltlinje genom denna punkt dr en kurva r(t) = (x(t), y(t)) i :
sadan att D;
o r(to) = (x(to), y(to) = (a, b) '”f
@ i varje punkt (x(t),y(t)) pa kurvan &r kurvtangenten s
x'(t)i+ y'(t)j parallell med fltvektorn A et
F(x(t), y(t))i+ g(x(t), y(t))j i den punkten. . s S S—
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15.6 Orienterade ) fladesintegraler (normal-ytintegraler)

Vektorfalt rummet

Ett vektorfalt i rummet r en funktion F fran R3 till R3.
F(x,y,z) = f(x,y,2)i+ g(x,y,2)i + h(x, y, 2)k
uppfattad pad samma sitt som vektorfalt i planet.

P(z,1).= myai+ (& = y )i+ (zy + 2)k

L —
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15.1 Vektorfilt och skalarfalt

15.3 Kurvin
15.4 K ktorfalt
155 Y

er
15.6 Orienterade sch flddesintegraler (normal-ytintegraler)

Larmal

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
Adams | Mal
15.2 Inga Overbetygsmal i detta avsnitt

cnawmens (8} corssonss vravessirer
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1 Vektorfalt och skalarfalt

orfalt

flsdesintegraler (normal-ytintegraler)

Larmal

For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal

15.2 definiera begreppet konservativt vektorfalt i ett omrade
och berdkna potential till ett konservativt falt.
15.2 kanna till nédvandiga villkor for att ett vektorfalt skall
vara konservativt (sid 813) och med hjilp av dessa kunna
visa att ett givet vektorfalt inte ar konservativt.
15.2 forklara sambandet mellan nivakurvor till potential och
faltlinjerna till ett konservativt vektorfalt.

crmmers | (§) corenons uavssirer
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15.1 Vektorfalt och skalarfalt

flsdesintegraler (normal-ytintegraler)

Konservativt falt

Ett vektorfalt, F(x,y,) = f(x,y)i+ g(x, y)j med definitionsméngd
D, kallas konservativt om det finns en funktion ¢(x, y) definierad
pad D, sédan att

Vé(x,y) = F(x,y) for alla (x,y) € D

Funktionen ¢(x, y) kallas potential till F(x,y).

chawmers | (@) coremonss unvesirer
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1 Vektorfalt och skalarfalt

desintegraler (normal-ytintegraler)

Konservativt falt Nivakurvorna ¢(x,y) = C kallas ekvipotentialkurvor till F(x, y)

Filtlinjerna till F(x,y) &r ortogonala mot ekvipotentialkurvorna till

F(x,y)
Ett nodvandigt villkor for konservativt vektorfalt i planet 25 ; ‘ : ‘
Om F(x,y,) = f(x,y)i+ g(x,y)j har kontinuerliga partiella ol Flmgd = €hoonul atding
derivator och &r ar konservativt i D sd maste gilla att: 151
1l
0 8 0s- iE 8D %
—f(x.y) = —g(x M
ay(7y) &) a8 gimee
05 B = o e
i alla punkter (x,y) € D b
A
sl F o EEET
25 Ekvipotentialkurvor: &® cosy =
o 1 2 3 4 5
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5.1 Vektorfilt och skalarfalt 15.1 Vektorfalt och skalarfalt

5.3 Kurvint
5.4 Kurvint

1
1
1
1

5.5 Yto r
5.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

Konservativt falt Konservativt falt

Ett vektorfalt, F(x,y, z) = f(x,y,z)i + g(x,y, z)j + h(x,y, z)k Ett nodvéndigt villkor for konservativt vektorfalt i rummet

med definitionsmiangd D, kallas konservativt om det finns en Om F(x,y,z) = f(x,y,z)i+ g(x,y,z)j+ h(x,y, z)k har
funktion ¢(x,y, z) definierad p3 D, sidan att kontinuerliga partiella derivator ochar konservativt i D s3 maste

gilla att:
Vé(x,y,z) = F(x,y,z) for alla (x,y,z) € D {%f()gy,z) = 6%g(><7y7 z)
D f(x,y,z2) = Lh(x,y,z)
Funktionen ¢(x,y, z) kallas potential till F(x, y, z). 9z A O’ A
B(x,y,2) p (x.y,2) a%g(x,%z) = (%h(x,y,z)
Nivaytorna ¢(x, y,z) = C kallas ekvipotentialytor till F(x, y, z) i alla punkter (x,y,z) € D

chawmers | (&)
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och skalarfalt

torfalt
er
15.6 Orienterade ) fladesintegraler (normal-ytintegraler)

Konservativt falt Larmal

Observera att i tillimpningar och i en del mattebocker dr ¢
potential till F om
For betyget godkand skall du kunna:
F(x,y,z) = =Vo(x,y,z) for alla (x,y,z) € D Adams | M3l
15.3 definiera begreppet kurvintegral av en funktion och berdkna
sddana integraler genom parametrisering av kurvan.
15.3-6 | tillampa kurv- och ytintegral for att bestimma t.ex.

Foljer man faltlinjerna i F:s riktning s3 minskar i s fall potentialen.

Om en partikel faller i ett gravitationsfilt s& utrittar gravitationen langd, arbete, area, massa, masscentrum laddning och fléde
ett arbete, partikels kinetiska energi 6kar och dess potentiella (se t.ex. 6vn 15.3.9, 15.4.12, 15.5.17, 15.5.20, 15.5.23,
energi minskar med motsvarande mangd. 15.6.9, 15.6.11, 15.CR.7).

I Adams bok ar det tvartom, potentialfunktionens varde ¢kar i F:s
riktning. Matematiskt sett ar det ingen vasentlig skillnad men ett
missat minustecken kan vara 6desdigert.

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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15.1 Vektorfalt och skalrfalt 15.1 Vektorfalt och skalarfalt
15.2 Konservativa vektorfilt (t.o.m. exempel 5) ervativa vektorfalt (t.o.m. exempel 5)

15.4 Kurvintegral ktorfalt 15.4 Kurvintegral a
15.5 Ytor och 15.5 Ytor och ytint

er
15.6 Orienterade sch flsdesintegraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytc flodesintegraler (normal-ytintegraler)

Larmal Kurvintegral

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal

15.3-6 | motivera definitionerna av begreppen kurvintegral av
funktion /vektorfilt, ytintegral av en funktion och b ,
flddesintegral (till exempel genom att ge exempel p3 /Cf(x,y,z)ds = /a F(r(t)) |r'(t)] dt
tillampning och forklaring av varfor integraltypen kan
utnyttjas i exemplet).

Med kurvintegralen av f(x,y,z) 6ver (eller langs) kurvan C menas
integralen

dirr =r(t) a <t < b ir en parametrisering av kurvan C.

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer
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15.4 Kurvintegral
15.5 Yt tin

15.6 Orienterade ) fladesintegraler (normal-ytintegraler)

o.m. exempel 5)

1 ytintegraler
15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

Larmal

Kurvintegralens varde beror inte pd parametriseringen.

Om en och samma kurva parametriseras pa tva sitt,
r=r(t) a<t<bochr=Fu) a<u<]f, siger bdda samma
varde pa kurvintegralen:

3 b
/Cf()gy,z)ds:./a f(r(u))\r(u)\du:/a F(r(8) | (1)) dt

L —
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och skalarfalt
k

(t.o.m. exempel 5)

15.5 Ytor och ytintegraler
15.6 Orienterade ytor och flddesintegraler (normal-ytintegraler)

Larmal

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal

15.4 definiera begreppen omrade, sammanhdngande omrade och
enkelt samanhingande omrade.

15.4 formulera satsen om kurvintegralers oberoende av integrations-

vagen och bevisa att om vektorfaltet ar konservativt
sd ar kurvintegralen oberoende av integrationsvagen.

15.3-6 | motivera definitionerna av begreppen kurvintegral av
funktion/vektorfalt, ytintegral av en funktion och
flodesintegral (till exempel genom att ge exempel pa
tillampning och forklaring av varfor integraltypen kan
utnyttjas i exemplet).

cnawmens (8} corssonss vnavessirer
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For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal

15.4 definiera begreppet kurvintegral av ett vektorfalt och
berdkna sddana integraler genom parametrisering av kurvan.

15.4 tilldmpa satsen om kurvintegralers oberoende av
integrationsvagen.

15.3-6 | tillampa kurv- och ytintegral for att bestimma t.ex.

langd, arbete, area, massa, masscentrum laddning och flde
(se t.ex. évn 15.3.9, 15.4.12, 15.5.17, 15.5.20, 15.5.23,
15.6.9, 15.6.11, 15.CR.7).

crmmers | (§) corenons uavssirer
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15.1 Vektorfalt och skalarfalt
2 (t.o.m. exempel 5)

15.5 Ytor och ytintegraler

15.6 Orienterade ytor och flsdesintegraler (normal-ytintegraler)

Kurvintegral

Med kurvintegralen av den tangentiella komponenten av F(x, y, z)
over (eller lings) kurvan C menas integralen

/F-dr:/F-'i'ds
c c

dar 'i'Aér en enhetstangent till kurvan C.
Men Tds = r'(t)dt s3

/C Fedr = / * E(r(0)r (0)dt

chawmers | (@) coremonss unvesirer
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torfalt och skalarfalt :
ativa vektorfilt (t.o.m. exempel 5) 3lt (t.o.m. exempel 5)
3 Kurvintegraler

15.5 Ytor och ytintegraler 1 ytintegraler

15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

Definitioner:

Om F(x,y,z) = f(x,y,2)i+ g(x,y,z)j+ h(x,y, z)k s&
skriver man ofta

/ Fedr = / f(x,y,z)dx + g(x,y,z)dy + h(x,y, z)dz o Ett omrdde D kallas sammanhangande om varje par av
c c punkter P och Q i D kan bindas samman med en styckvis

Om kurvan ir sluten kallas ofta kurvintegralen for glatt kurva som ligger helt i D.

cirkulationen av F runt C och betecknas o Ett omrade D kallas enkelt sammanhangande om varje enkel
sluten kurva kan dras samman till en punkt utan att lamna D
%F-dr under sammandragningen.
JC
caLmers | (@) corssors onivERsiTET cawmers | (@) corsmoros uivERsiTET

och skalarfalt 15.1 Vektorfalt och skalarfalt
! (t.o.m. exempel 5) a ektorfilt (t.o.m. exempel 5)

15.5 Ytor och ytintegraler 15.5 Ytor och ytintegraler
15.6 Orienterade ytor och flddesintegraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

Definitioner:

Lat D vara ett 6ppet sammanhidngande omrade och I3t F vara ett
glatt vektorfalt definierat pa D.

Da &r foljande tre utsagor ekvivalenta i den meningen att om en av
dem &r sann (for ett visst vektorfilt och ett visst omrade) sa ar de
andra tva ocksd sanna.

° En funktion frdn R till R kallas smoth — glatt om den har
kontinuerlig derivata.
En funktion frdn R” till R kallas glatt om de partiella
derivatorna ar kontinuerliga.
En funktion fran R” till R™ kallas glatt om
komponentfunktionerna ar glatta.

(a) F &r konservativt i D

b F-dr =0 {6 je sluten styckvis glatt k CiD.
o En kurva ar glatt om den har en glatt parametrisering med () fc d or vane siuten styckvis glatt kurva &1

derivata r'(t) # 0 for alla t. Den &r styckvis glatt om den kan

delas in i andligt manga glatta delar. (c) Om Cq och Cy r tva styckvis glatta kurvor i D med

gemensamma start- och slutpunkter sa ar fcl F.-dr = sz F-dr.

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant



exempel 5) 3t (t.o.m. exempel 5)

! 1 ytintegraler
15.6 Orienterade ) fladesintegraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

Med fysikens potentialbegrepp dar alltsd —¢ ar potentialfunktionen
har vi istéllet

Om F &r konservativt med potential ¢ och C &r en styckvis glatt g F-dr = ¢(Po) — ¢(P1)

kurva med startpunkt Py och slutpunkt P; sa ar . . . . .
Detta stimmer battre med t.ex. definitionen i NE: potential, det

/F-dr — $(Py) — 6(Po) arbete som .krévs for att férflytfta en massenhet, en pos.itiv

c enhetsladdning eller en magnetisk enhetspol fran oandligt avstdnd
fran ett konservativt kraftfalts kallor till en punkt i kraftfiltet
(gravitationsfalt, elektrostatiskt eller magnetiskt falt).

Potentialskillnaden enligt NE &r det arbete som kravs for
forflyttningen. Kurvintegralen ar det arbete faltet utfor.

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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och skalarfalt 15.1 Vektorfalt och skalarfalt
ktorfalt (t.o.m. exempel 5) a torfalt (t.o.m. exempel 5)

r
av vektorfalt 15.4 Kurvinte av vektorfilt

15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytor och flsdesintegraler (normal-ytintegraler)

Larmal Larmal

For betyget godkand skall du kunna: For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal Adams | Mal

15.5 definiera begreppet ytintegral av en funktion éver en yta 15.5 berékna ytintegral av en funktion Gver en nivayta
och berékna siddana integraler da ytan ar en parametriserad (se t.ex. 15.5.4).
yta, eller funktionsyta. 15.3-6 | motivera definitionerna av begreppen kurvintegral av

15.3-6 | tillampa kurv- och ytintegral for att bestamma t.ex. funktion /vektorfilt, ytintegral av en funktion och
langd, arbete, area, massa, masscentrum laddning och fléde flodesintegral (till exempel genom att ge exempel pa
(se t.ex. 6vn 15.3.9, 15.4.12, 15.5.17, 15.5.20, 15.5.23, tillampning och forklaring av varfor integraltypen kan
15.6.9, 15.6.11, 15.CR.7). utnyttjas i exemplet).

cramers () corssorcs unversiTET cramers | () coresones unversiTeT
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alt och skalarfilt > /ektorfilt och skalarfalt
a vektorfalt (t.o.m. exempel 5) 5 ektorfalt (t.o.m. exempel 5)

v vektorfilt 5.4 Ku gral av vektorfalt

15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler) ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

En parametriserad yta i rummet &r en kontinuerlig funktion r

definierad pa en rektangel R = {(uv):a<u<b, c<v<d}

(eller annat slutet begrénsat omrdde med véldefinierad area) i Notera att alla punkter pa ytan ar randpunkter eftersom ytan ar

uv-planet och med virden i R3: ett tvadimensionellt objekt i R3. Punkter pa ytan som motsvaras
av inre punkter i omradet R kallas trots detta inre punkter pa ytan.

r(u,v) = x(u V)it y(uv)i+z(u.v)k (u,v) €R Randen till omradet R avbildas ibland, men inte alltid pa en kurva

Har tanker vi oftast pa x(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k som som avgransar ytan. Den kurvan kallas i sa fall fér ytans rand.
koordinaterna for punkten (x,y,z). Dessutom uppfattar vi oftast

virdemingden for r(u, v) som den parametriserade ytan, inte

funktionen sjalv.

L — cnawens | (&) cormonss uversimer
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falt och skalarfalt 15.1 Vektorfalt och skalarfalt
rvativa vektorfalt (t.o.m. exempel 5) 5 va ktorfilt (t.o.m. exempel 5)

v vektorfilt 5.4 K egral av vektorfalt

15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler) 15.6 Orienterade ytor och flsdesintegraler (normal-ytintegraler)

En yta kallas glatt om det finns ett tangentplan i varje punkt
(utom i randpunkterna)

Ytan kallas styckvis glatt om den dr sammansatt av glatta ytor,
"hopklistrade” langs randkurvor.

Definition 5 i boken siger att en punktmingd S i R3 ar en glatt
yta om den lokalt &r nivayta till en glatt funktion g med
normalvektor Vg # 0.

Om ytan beskrivs geometriskt och vi skall hitta/ge en
parametrisering av ytan s& kréver vi att den (funktionen) skall vara
en-entydig utom mdojligen pa randen till omradet R.

En parametriserad yta ar glatt om funktionen r = r(s, t) som ger

— .. o ) ..
parametriseringen dr glatt och 7 x 5t # 0 for alla s och t.

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer
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alarfalt
ektorfalt (t.o.m. exempel 5)
r

torfalt och skalarfalt
ektorfilt (t.o.m. exempel 5)

v vektorfalt alt

ch flsdesintegraler (normal-ytintegraler)

15.6 Orienterade ytor och flédesintegraler (normal-ytintegraler)

Exempel: en torus

Ett infinitesimalt ytelement har arean dS = g—{l X %| dudyv.

En normalvektor till ytan i punkten r(u, v) ges av x = (a+ beos(u)) cos(v) 0<u<2r

o 0r_0n2). Azx).  dloy), y = (a+ beos(u))sin(v) Osvsar
n_axE_a(u,v)l+8(u,v)1+8(u,v) z = bsin(u) b<a

beskriver en torus(cykelslang) med hjulradie a och slangradie b.

Arean av ytan S — // s — // % o ? dudy Foér denna parametrisering ar
u v

) ) s - R ) r, = —bsin(u) cos(v)i — bsin(u) sin(v)j + bcos(u)k

Ytintegralen av en funktion f(x,y, z) 6ver ytan S ges av integralen r, = —(a+ beos(u)) sin(v)i + (a + bcos(u)) cos(v)j + Ok
o or ry X r, = —b(a+ bcos(u))(cos(u) cos(v)i + cos(u)sin(v)j + sin(u)k)
// f(x,y,z)dS = // f(x(uv), y(u,v), z(u,v)) ’a— * oy dudv
u v
s R dS = ||ry x ry|| = b(a+ bcos(u))

alarfalt
orfalt (t.o.m. e

Fiir betygetugodkéind skall du kunna: For hogre betyg skall du dessutom kunna:
Adams | Mal =
Adams | Mal

15.6 definiera begreppet flédesintegral (flode av ett vektorfalt 156
genom en orienterad yta) och berdkna sidana integraler da 1536
ytan ar en parametriserad yta eller funktionsyta.

15.3-6 | tillampa kurv- och ytintegral for att bestamma t.ex.

langd, arbete, area, massa, masscentrum laddning och fléde
(se t.ex. 6vn 15.3.9, 15.4.12, 15.5.17, 15.5.20, 15.5.23,
15.6.9, 15.6.11, 15.CR.7).

berdkna flodesintegral 6ver en nivayta (se t.ex. 15.6.2).
motivera definitionerna av begreppen kurvintegral av
funktion /vektorfilt, ytintegral av en funktion och
flédesintegral (till exempel genom att ge exempel pa
tillampning och forklaring av varfor integraltypen kan
utnyttjas i exemplet).

cnawmens (8} corssonss vravessirer cnawens | (@) corssonss uversirer
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alarfalt
vektorfalt (t.o.m. exempel 5)

ektorfalt

Exempel: Torusen

En yta S kallas orienterbar om det finns ett enhetsvektorfilt N(P)
definierat och kontinuerligt pa S och i varje punkt ortogonalt mot
S. Ett vektorfalt som uppfyller dettas kallas for en orientering av S.

Om S &r en parametriserad yta med ‘g—; X %} # 0 i alla punkter
pa ytan, sa ger
or o or
N -+ du v
or o &}
du v

de tvd mojliga orienteringarna.

Carl-Henrik Fant

vektorfalt (t.o.m. exempel 5)

Parametriseringen

x = (a+ bcos(u)) cos(v) 0<u<2rm
y = (a+ bcos(u))sin(v) 0<v<2rm ger
z = bsin(u) b<a

r, = —bsin(u) cos(v)i — bsin(u)sin(v)j + bcos(u)k

r, = —(a+ bcos(u))sin(v)i+ (a + bcos(u)) cos(v)j + Ok

ry X r, = —b(a+ bcos(u))(cos(u) cos(v)i + cos(u)sin(v)j + sin(u)k)
Fér u = v = 0 erhdlls punkten (a+ b,0,0) och normalvektorn

r,(0,0) x r,(0,0) = —b(a + b)(i + 0j + Ok, som &r indtriktad. En
utatriktad normalvektor ges alltsa av —r, x r, =r, X r.

cHAmER: S prn—

Carl-Henrik Fant

h skalarfalt
it (t.o.m. exempel 5)

Ett vektorfalts fléde genom en orienterad yta S ges av ytintegralen

//F-Nds eller //F-ds
S S

For parametriserade ytor ar

« or Or
//SF . NdS_i//RF(r(u,v)) TR Edudv

Val av tecken =+ innebér ett val av riktning i vilken flédet uppfattas
positivt.

cnawmens (8} corssonss vravessirer

Carl-Henrik Fant

Om den orienterade ytan S ar sluten betecknas flodesintegralen

ofta
ﬂFNdS eller #Pds
S S

| detta fall talar man om in i S eller ut ur S, beroende pad om
normalerna pekar indt eller utat.
For sfaren

X4y 42— R?
har vi att N = i+ %j+ £k ar utdtriktad enhetsnormal.
Vektorn —N = 2i+ Zj+ Fk ar indtriktad.

chawmers | (&)

Carl-Henrik Fant



torfalt och skalarfalt

ektorfalt (t.o.m. exempel 5)

Antag parametriseringen ar sddan att g—; X % ger ratt orientering.
Da kan flodesintegralen av

F(x,y,z) = f(x,y,2)i+ g(x,y,2)j + h(x,y, z)k skrivas

ffs F.dS= [fs f(x,y,z)dydz+g(x,y,z)dzdx + h(x, y, z)dxdy=

o (Flx v, 20588 + glx, v, 205823 + h(x, v, 2) 52 ) dudv

Carl-Henrik Fant
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