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For betyget godkénd skall du kunna: For hogre betyg skall du dessutom kunna:
Adams | Mal Adams | Mal
16.1 berdkna divergens, divF, och rotation, curl F 16.1 formulera sats 16.1.1 om divergensen som flodestathet.
for ett vektorfalt F. 16.1 formulera sats 16.1.2 om rotationen som virveltathet.
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Om f : R® — R s3 definieras gradienten genom:

of, of, of

Man kan se P P P
= —i+—j+—k
v 8X|+6yj+8z

som en operator som verkar pd f.

Denna operator V, som kallas nabla, kan verka dven pé vektorfalt:
Om F:R3 — R3 s3 ar F = Fii+ Fj + Fzk och

. a., 0. 0 . .
divF = V.F = (al+87yj+$k>.(Fll+F2]+F3k)
_ A 0h  oR
T Ox dy 0z
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Vi har ocksa:

g, 0. 0 . .
crlF = VxF= <a'+@J+5k> x (Fi+ Faj+ F3k)
i j k
— o2 9 9
- Ox dy 0z
F R F

_ (9R _0RN, (0B OR\. (0R OR),
n dy 0z 0z Ox ! Ox Jdy
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Lat D vara en sfar med radie € och centrum i punkten P. Lat S
vara randen med utatriktad normal. D3 géller enligt
divergenssatsen (16.4.8):

/// divFaV =# F-NdS
D S

div F(P) = lim 3 #F-Nds
S

Ytintegralen kan ses som "flodet ut ur punkten P".
div F(P) tolkas da som “killstyrka per volymsenhet”. (Aterkommer
i 16.4)

och alltsa:

cHAmER: S prn—
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Sats 16.1.2 Tolkning av rotationen

Lat S vara en cirkelskiva med radie € och centrum i punkten P och
normalvektor N.

Lat C vara randcirkeln genomlopt moturs sett fran spetsen av N.

D3 géller enligt Stokes sats (16.5.10):

jéF-dr :ﬂé(curl F)eNdS =~ me“(curl F(P))«N

och alltsa:

. 1
(curl F(P))eN = lim — ¢ Fedr
e—0mee Jo
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Tolkning av rotationen

(curl F(P))eN = lim % Fedr
e—0 e C
Kurvintegralen kan tolkas som arbetet vektorfaltet F utrattar da en
partikel gar runt i den cirkuldra banan.
(curl F(P))«N kan alltsa ses som filtets férm3ga/tendens att f3 en
partikel att rotera kring axeln N, férmagan ar storst om N ar
parallell med (curl F(P)) och obefintlig (0) om de &r ortogonala.
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For betyget godkand skall du kunna:

Adams | Mal

16.2 definiera begreppen killfritt (solenoidal) och
virvelfritt (irrotational) vektorfilt.

16.2 tillampa sats 16.2.4.
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16.1 Gradient, divergens, rotation

Sats 16.2.3

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
Adams | Mal
16.2 formulera och bevisa sats 16.2.3 g) och h)
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(g) Vo(V xF)=0 (diveurl = 0)
(h) Vx(Vf)=0 (curlgrad =0)
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Definition 16.2.2 Sats 16.2.4

Ett vektorfalt F kallas kallfritt, divergensfritt, eng: solenoidal i ett

omrade D om divF =01 D. . . . _

Ett vektorfalt F kallas rotationsfritt, eng: irrotational i ett omrade Om F ar ?_tt glatt, rota°t|onsfr|t°t Yektorfalt ! Ett_ enkelt
DomcurlF=0iD. sammanhidngande omrdde D s ar F konservativt.
Om F &r konservativt sa ar F rotationsfritt (enligt sats 16.2.3(h)).

curl F ar alltid kallfritt (enligt sats 16.2.3(g)).

L — cnawens | (&) cormonss uversimer

Carl-Henrik Fant Carl-Henrik Fant

6.1 Gradient, divergens, rotation

a identiteter

16.4 Divergens

16.5 Stc

For betyget godkand skall du kunna:

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams Mal ] . Adams | Mal

16.3 t|I|ampz? Greens .form.el (16.3.6) i relativt 16.3 formulera Greens formel (sats 16.3.6) och bevisa
okomplicerade situationer. den for x- och y-enkla omraden.

16.3 berdkna area av omrade i planet med hjilp av 16.3 tillimpa Greens formel i mer komplicerade situationer.
Greens formel
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Definition

Definition

Ett omrade kallas x-enkelt om det begrédnsas av linjer y = a och Ett omrade kan vara bade x-enkelt och y-enkelt:

y = diy-led och kurvor x = g(y) och x = h(y) i x-led. Det kallas reguljart omrade om det kan delas i andligt manga x-
och y-enkla delomraden.
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radient, divergens, rotation 16.1 Gradient, divergens, rotation
a identiteter 16.2 N
tsen i 16.4 Dive
16.5 Stoke

Sats 16.3.6 Greens formel

Area som kurvintegral

Antag att D ar ett reguljart, slutet omrade vars rand C bestar av
en eller flera styckvis glatta slutna kurvor utan dubbelpunkter,
positivt orienterade relativt D.

Antag ocksd att F = F1(x,y)i+ Fa(x, y)j ar ett glatt vektorfilt
definierat i D.

1
%xdyzfjgydxszxdyfydx: Arean av D
Da galler: 4 c 2 Je

B oF, 0F
]gFl(XJ)dX'f‘ Fa(x,y)dy = //D (g 37)/) dA

Antag att C ar den positivt orienterade randen till D. Da giller:
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For betyget godkand skall du kunna:
Adams | Mal
16.4 tillampa divergenssatsen i relativt
okomplicerade situationer.
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6.1 Gradient, divergens, rotation
a identiteter
i planet

6.5 ats

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

Adams | Mal
16.4 formulera och bevisa divergenssatsen (sats 16.4.8)
i tre dimensioner for z-enkla omraden.
16.4 tillampa divergenssatsen i mer komplicerade situationer.
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Sats 16.4.8 Gauss divergenssats.

Antag att D ar ett tredimensionellt reguljart omrdde vars rand S
ar en orienterad sluten yta med enhetsnormal N riktad ut fran D.
Antag ocksa att F &r ett glatt vektorfélt pa D. D3 géller:

///D divFdV :ﬁi F-NdS
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Tolkning av divergensen

Lat D vara en sfiar med radie € och centrum i punkten P. Lit S
vara randen med utdtriktad normal. D3 géller:

///D div FdV :#S F-NdS

divF(P) = lim %ﬁ F-NdS

e—0 47ed S

Ytintegralen kan ses som "flédet ut ur punkten P".
div F(P) tolkas d& som "killstyrka per volymsenhet”.

och alltsa:
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For hogre betyg skall du dessutom kunna:

For betyget godkand skall du kunna: Adams | Vi3I

Adams | Mal el S i i
Inga godkantmal | detta avsnitt. 16.5 t|||ampe.1 tokes sats .(16.5.10) i relativt
okomplicerade situationer.
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6.1 Gradient, divergens, rotation
a identiteter
lanet

Sats 16.5.10 Stokes sats Tolkning av rotationen

Lat S vara en cirkelskiva med radie € och centrum i punkten P och

Lat S vara en styckvis glatt orienterad yta med N
normalvektor N.

enhetsnormalvektorfilt N.

Antag att randen C till S best3r av en eller flera styckvis glatta, Lt C vara randcirkeln genomlépt moturs sett fran spetsen av N.

slutna kurvor, positivt orienterade relativt orienteringen av S. D3 giller:
(Detta innebar ungefar att N x T pekar in i ytan.)
Antag ocksa att F &r ett glatt vektorfalt pad en oppen mangd D fF-dr :ﬂ(CU” F)-NdS =~ 7762(CUF| F(P))'KI
som innehaller S. ¢ s
D3 giller: och alltsa:
?{ Fedr :#(curl F)-NdS q_ o 1
IF(P))eN = lim — ¢ Fed
° S (curl F(P)) lim 2§ r
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Tolkning av rotationen

(curl F(P))eN = lim % Fedr
e—0 e C
Kurvintegralen kan tolkas som arbetet vektorfaltet F utrattar da en
partikel gar runt i den cirkuldra banan.
(curl F(P))«N kan alltsa ses som filtets férm3ga/tendens att f3 en
partikel att rotera kring axeln N, férmagan ar storst om N ar
parallell med (curl F(P)) och obefintlig (0) om de &r ortogonala.
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