MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Hjilpmedel: bifogat formelblad, utdelad ordlista, ej riknedosa
Datum: 2007-10-22 kl. 14.00 - 18.00

Losning till tentamen Flervariabelanalys E2 (tma043)

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mojligt) ett blad.

(a) Ange en normalvektor till tangentplanet till ytan z = 422 + y? i punkten

(1,1,5).

Lésning/Svar n = —8i — 2j + k.

(b) Funktionen f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator, f; och fo.

Ange de partiella derivatorna (%f(x(u, v),y(u,v)) och %f(:v(u,'u), y(u,v)) da
z(u,v) = u? 4+ v? och y(u,v) = v.

Lo6sning/Svar g—i = 2ufi(z(u,v),y(u,v))

of

— =2ufi(z(u,v),y(u,v)) + fo(z(u,v),y(u,v))

ov

(c) Ange Vf(0,0) di f(z,y) = e cos(3y + F).

. . . 3 .
Lésning/Svar V£(0,0) = v/2i — ol

(d) Berdkna [[(z+y)dAda D= {(z,y):0<z<1, 0<y<z}

Lésning/Svar [[,(z +y)dA = fol (i (z+y)dy) dz = 1.

(e) Berikna kurvintegralen [,(z 4 y)ds da C ges av
r = 2cos(t)i + 2sin(t)j, 0<t <.

Losning/Svar [.(z +y)ds = [ (2cost + 2sint)2dt = 8

(f) Berdkna kurvintegralen [,(yi+ zj)-dr da C ar cirkelbagen
r = 2cos(t)i + 2sin(¢)j fran (1,0) till (—1,0) via (0,1).

Losning/Svar [,(yi+zj)-dr = [ (2sinti+2costj)-(—2sinti+2costj)dt = 0

(g) Vilken/vilka av punkterna (0,0), (4,—-12), (—4,12), (4,12) &r kritiskt (statio-
nir) punkt for funktionen f(z,vy) = 3z% — 122y + 2y2?

Ange, for var och en av de kritiska punkterna (bland punkterna ovan), dess
karaktéir (lokalt max., lokalt min., sadelpunkt).

Lésning/Svar fi(z,y) = 92°—12y, fa(z,y) = —12z+4y, £1(0,0) = f2(0,0) =
0, f1(4,12) = f9(4,12) = 0, fo(—4,12) # 0, f2(4,—12) # 0. Punkterna (0,0)
och (4,12) &r kritiska, de andra &r det inte.

A= fll(xay) =18z, B = f12($ay) =-12,C = f22(‘7"’y) =4.
I punkten (0,0) #r AC — B? < 0, sadelpunkt.
I punkten (4,12) #r A > 0 och AC — B? > 0, lokalt minimum.

(2p)

(2p)

(2p)

(2p)

(3p)



Till resterande uppgifter skall du ldmna in fullstindig 16sning, alltsi vil motiverade
kalkyler och slutsatser!

Tty

———55dA da D dr omradet i zy-planet som ges (6p)
(22 4+ y?2)?

2. Berdkna dubbelintegralen / /
avl <z?+9y% <4, |z <y.

z=rcosf y=rsinf

Lésning/Svar x + y ) dA =dxdy = rdrdf B
S ") (@y)eEDe () EE =

E:1<r<2, 7n/4<60<3r/4

rcosf + rsinf . 37r/4[ 1]2 1
———————————rdrdf = 0 — 0 —| =—
// - rdr [sin cos ]W/4 vl G

3. Bestdm den potential, @, till F = (e” cosy + yz)i+ (zz — " siny)j + (zy + 2)k, som (6p)
uppfyller (0,0,0) = 0.

Berdkna kurvintegralen fc F e dr di C dr spiralen r = acos7t i+ asinnt j+ bt k
fran (a,0,0) till (a,0,4b).

Losning/Svar En enkel kontroll visar att curl F = 0, saledes finns en potential.
Eftersom ®(0,0,0) =0 &r

®(X,Y,Z) = [ (e" cosy +yz)dz + (zz — e”siny)dy + (zy + z)dz dir C ar nagon
kurva fran (0,0,0) till (X,Y, Z). Enklast dr att vilja C som strickan fran (0,0, 0) till
(X,0,0) f6ljd av striackan fran (X,0,0) till (X,Y,0) f6]jd av strickan fran (X,Y,0)
till (X,Y, Z).

D4 ir ®(X,Y,Z) = fo e cosO+Od$+f0 (0 —eX smydy—i—fo (XY + 2)dz =
X—14+eX(cosY - 1)+ XYZ+ 4 =¢¥ cosY+XYZ-|———1

Alltsa dr den sokta potentialen ®(z,y, z) = €® cosy + zyz + % 7 -1

J. F o dr = ®(a,0,4b) — ®(a,0,0) = 82

4. Berikna flodet av F = yzi+12j — 2%k genom ytan z = /4 — 422 — 42, 4z?+9%2 <4 (6p)
med normalriktning uppat (k-koordinaten positiv).

L6sning/Svar Ytan parametriseras enklast med , \/m .
D:4x? 4942 <4
y

o wl X _ 4 .
D& ar NdS = (\/474227?;21 + Y/

begirdes.
Det sokta flodet ar nu

j + k)dzdy dir N &r uppatriktad, som

4z . Yy .
F -NdS = // zitzzj—2°k i+ +k)dzdy =
// ) Y i=#k) (\/4 472 —y2 /4 — 4x2—yJ Jdwdy
TYZ TYz
// N/ \/4 v 22)dzxdy = // 5zy — (4 — 4% — y?))dzdy

D &r omradet som ges av 4z + y? < 4. Av symmetriskil ir IS p rydrdy = 0. Med
substitutionen z = %T cosf, y = rsinf ar drdy = %rdrdﬁ och D motsvaras av

E:0<r <2 0<60<2m.

o 1 1prt 2
3 . = 2 — — - e e - 2 - -
Alltsa //SF NdS //;(T 4)27"de0 27‘(’2[4 2r ]0 4.




5. Ekvationen +/z2 + y2 + 22 + zyz = 7 bestimmer en funktion z(z,y) sidan att (4p)
z(1,2) = 2. Bestdm en ekvation for normalen till nivakurvan z(z,y) = 2 i punkten
(1,2).

Loésning/Svar Gradienten till z(z,y) i punkten (1,2) dr normal till den nivakurva
till z(x,y) som gar genom punkten (1,2). Vi skall darfor berdkna Vz(1,2).

Funktionen f(z,y,z) = /2% + y2 + 22 4+ zyz — 7 har partiella derivator

filz,y,2) = \/m
fa(z,y,2) = m + 1z
— 4

f3(@,y,2) = \/m+$y
Med z = z(z,y) ger derivering av funktionen g(z,y) = f(z,y, z(z,y)) med avseende
pa x respektive y:
{ 91(z,y) = fi(z,y,2) + f3(z,y, 2) 21 (2, y)

( T,y ) ( T,Y,z )+f3($ayaz)22($ay)

Eftersom g(z,y) = 0 for alla (z,y) i en omgivning av (1,2) har vi att
{ fl(xaya Z) + f3($7 Y, z)zl(x,y) =

f2($aya Z) + f3(‘7"7 Y, Z)ZQ(.T,y) =0
Speciellt ger detta att

{ f1(13272) + f3(1a27 2)'21(1’2) 0
f2(1,2,2) —I—f3(1,2, 2)Z2(1,2) 0

for alla (z,y) i en omgivning av (1, 2).

s o . f[(1,2,2 f2(1,22) s 13
Vi far Vz(1,2) = —f;EI,Q,le fzg 223.] =—3i—]
-1
Normalens ekvation ar dé — 3 = == 1 eller 8(z — 1) =13(y — 2).
-1 -

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &dr sanna respektive falska. Du behover inte (6p)
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Antag att funktionerna f och g har kontinuerliga partiella derivator. Da giller
att om C #r cirkelbdgen z2 + y? = 1 fran (1,0) till (—1,0) via (0,1) och D ir
halvcirkelskivan z2 + 42 <1, 3 > 0 sd ar

Jo f( wydx+g($ydy—ffD(—g——)dwdy

Lésning/Svar Falskt

(b) Lét f(z,y) = 222 — 6zy + 3y°.
Da finns det en enhetsvektor v sa att fy(1,2) = 14.

Loésning/Svar Falskt

(¢) Om funktionen f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning till punk-
ten (a,b) sa giller att
lim f(a+hab+k)_f(a,b)_hfl(aab)_kf2(a'ab)

(hk)—(0,0) VIZ + k2 =0

Loésning/Svar Sant



(d) Antag att f(z,y) har lokalt minimum i en punkt (a,b).
Da ar alltid V f(a,b) = 0.

Lésning/Svar Falskt

(e) Om kurvan r = r(¢) &r deriverbar och funktionen f har kontinuerliga partiella
derivator i en omgivning till punkten P = r(ty) samt f(r(¢)) = 1 for alla ¢ sa
giller att r'(t9)-V f(P) = 0.

Losning/Svar Sant

(f) Om vektorfiltet F &r kontinuerligt i ett omrade D sa finns det en potential-
funktion @ till F pa D.

Losning/Svar Falskt

7. Definiera begreppet griansvirde fér en rellvird funktion av tva variabler. (6p)

Forklara sa bra du kan med egna ord vad som menas med lim f(z,y) = A.
(z,y)—(a,b)

Bevisa nagon griansvéirdesregel, vilken du vill men beviset skall utnyttja definitionen
av griansvirde.
Forklara, t.ex med exempel, varfér man inte kan vara siker pa att
lim  f(z,y) =0 dven om man vet att lim f(0,y) = 0 och lim f(z,kz) = 0 for
y—0 z—0

(z,y)—(0,0)
alla k.

C-HF



