MATEMATIK Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

Chalmers tekniska hogskola Datum: 091024 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt:
Telefon:

Lo6sningsforslag till

TMAO043 Flervariabelanalys E2 MVEQ085 Flervariabelanalys V2

Del 1: Godkiantdelen

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad
plats(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.

(a)

Bestam en ekvation for tangentplanet i punkten (1,0, —1) till nivaytan
ze¥ + 12z —yz? = 0.
Lésning: g(x,y, 2) = ve¥+a?2—y22. Dadr g1 (z,y, 2) = e¥+222, go(z,y, 2) = ve¥—22
och g3(z,y,2) = 22 — 2yz. D& ar Vg(1,0,—1) = —1i + 0j + 1k och tangentplanets
ekvation —1(x —1) +0(y —0) +1(2 +1) =0
Svar: Tangentplanets ekvation dr x — z = 2
Forklara vad som menas med att en funktion f(x,y) dr kontinuerlig i punkten (a,b).
202 +y da (m,y) # (2,1)

1 da (z,y) =(2,1) °
Ar f kontinuerlig i punkten (2,1)? Motivera ditt svar.

Funktionen f ges av f(z,y) = {

Forklaring, svar och motivering: f ar kontinuerlig i (a,b) om (a,b) € Dy och
f(z,y) — fla,b) da (z,y) — (a,b)

f #r inte kontinuerlig i (2, 1) eftersom 222 +y — 9 # 1 = f(2,1) da (z,y) — (2,1)

(2p)

(3p)

Bestdm taylorpolynomet av grad 2 till f(z,y) = sin(x + y) + cos(x — y) i punkten (7, 7). (3p)

Utnyttja detta for att berdkna ett ndrmevirde till f(5 +0.1,7 —0.2)

Losning: fi(z,y) = cos(z +y) —sin(z —y), fa(z,y) = cos(z +y) + sin(z — y),
fin(z,y) = —sin(z +y) —cos(x —y), fiz2(z,y) = —sin(z +y) + cos(z — y),
foo(z,y) = —sin(x + y) — cos(z — y)

33 =2 N3 =0 LEID =0 Mm(i)=-2, foi, i) =0

)+ A1G D -5+ 5Dy -5+ 350G P -5+
2f1 (5. e -y -+ 25 Hy-5H=2-(-5)?*-(y—-5)?
F(T 40,7 —0.2) ~ Py(T +0.1,7 — 0.2) =2 — 0.01 — 0.04 = 1.95

Svar: Py(z,y) =2—(z—5)? = (y—2)?, f(5+01,7-02)~195
Beriikna flodet av F = zyi+yzj+axzkut urkuben 0 <z <1, 0<y <1, 0<2< 1.
L6sning:

Flidet = {f FoNdS = [[[,cdivFaV = [} (3 (o v+ 2+2)d) dy) dz = §

Alternativt:

Flodet = ﬁs F.NdS = ffshxzo Fe(—i) dS—i—ffSw:O Fe(—j) dS+ff537z:0 Fe(—k)dS+
Jsomr FidS + [[s, o1 FejdS+ [[s, . FekdS = [[g . ,0dS+ [[5, ,_,0dS+
ffsg,z:o 0dS + ffs4,z:1 yds + ff55,y:1 zdS + ffsﬁ,zzl rdS = %

Svar: Flodet = ffs F.NdS = %

(3p)



e) Skissa omradet D : 2% +y? < 4, |x| < y och berikna dubbelintegralen y dxdy 3p
D
(poldra koordinater underléttar).

Losning:

2

T r3 8
// ydA:/ / rsin 0r drdf = [— cos 6] [} =2
D 9== Jr=0 310 3

Till foljande uppgifter skall fullstindiga 16sningar inldimnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vél du kan.

2. Bestim storsta och minsta virde av funktionen f(z,y) = 2® + 2y? — 2 pa cirkelskivan (6p)
2+ y? <1
Losning: Det finns storsta och minsta virde eftersom funktionen #r kontinuerlig och

cirkelskivan &dr sluten och begriansad. Dessa virden kan antas i punkter i det inre av skivan,
dir Vf(a,b) = 0, och pa randen av skivan.

fi(z,y) =2z —1, fo(x,y) = 4y. enda kritiska punkten &r (1,0). f(3,0) = —1.

P4 randen #r 42 = 1 — 22 och f(z,y) = g(z) =2 -2 —x dir -1 <z < 1. ¢'(z) =
2z —-1=0forz=—3 g(—-3) =2, g(-1) = 2, g(1) = 0. Minsta funktonsvirdet pa
randen ir alltsa 0, storsta ar %.

Svar: Minsta virdet pa cirkelskivan &r —%, storsta ar %.

3. D #r den stympade konen, som begrinsas av den koniska ytan z = y/22 + y2 och planen (6p)
z =1 samt z = 4.
Berdkna massan av kroppen D och masscentrum (se formelbladet) till D da densiteten i

punkten (z,y, 2) ar 6(x,y, z) = z72

Losning: Konens massam = [[[}, 0(z,y,2)dV = [[[,272dV = [ (ffD 272 dxdy) dz,
dar D, ar snittet mellan konen och ett plan z =konstant. Detta snitt 4r en cirkelskiva med

radie z
Alltsa dr massan m = f;:fl (z_z I/b. dazdy) dz = f;:f‘ z2arean av(D,)dz = [/~ 142_27r22 dz =
f;:fl mdz = 3w

Av symmetriskil d&r masscentrum en punkt (0,0, 2) pa z-axeln.
t=L ([ 28(x,y,2)dV = L ;:14 (fsz z 272 d:ndy) dz= L1 f;:f 2z larean av(D,)dz =

4
L=t -1 2, 1 (=4 — 1| 22| _ 1w _5
m ez 2T TN dz =0 [y madz E[”?lfﬁw

2

Svar: Massan &r 3 (massenheter), masscentrum &r (0,0, 3).

4. En partikel ror sig i zy-planet utefter kurvan C under paverkan av kraftfiltet
F(z,y) = yi — zj. Kurvan C gar fran (1,0) till (1, —27) och ges av
r(t) = (cost + tsint)i+ (sint — tcost)j, 0 L oon.

(a) Ar F ett konservativt vektorfilt i zy-planet? (motivera ditt svar!). (1p)

(b) Berékna arbetet som kraftféltet F utfor pa partikeln da den ror sig utefter kurvan C. (3p)

(¢) Beréikna kurvintegralen [,(z? + y?) ds. (2p)
L&6sning:

(a) 8( —1#1= a(y) sa ar F inte ett konservativt vektorfilt i zy-planet.



(b) Arbetet som kraftfiltet F utfor pa partikeln ges av kurvintegralen fc Fedr.
Med r(t) = (cost + tsint)i+ (sint — tcost)j, O Lo Ar
dr =r'(t)dt = ((—sint + sint + tcost)i+ (cost — cost + tsint)j)dt =
(t costi—+ tsintj)dt och
JoFedr = fozﬂ((sint —tcost)i— (cost + tsint)j)(tcosti + tsintj)dt =
OQF ((sint — tcost)tcost — (cost + tsint)tsint)dt =

foQﬂ(t costsint — t? cos®t — tsintcost — t2sin? t)dt = 02” —t2dt = —

w

(2m)
3 3

(c) Med = = cost + tsint och y = sint — tcost &r
2?2 +y? = (cost + tsint)? + (sint — tcost)? = 1+ t? och
ds = ||t/(t)|| dt = \/(tcost)? + (tsint)2dt = |t|.

27
Da #r [,(a? +y*)ds = 0%(1 + )t dt = [% + %}0 = 272 + 47t

Svar: a) Nej, (se ovan), b) [, Fedr = —%, ) [o(z?* 4+ y?)ds = 2n? + 47*
Del 2: Overbetygsdelen

5. Lat C vara randkurvan till paraboloiden z = 22 + 42, 0 < z < 4 orienterad moturs sett
uppifran (t.ex. fran punkten (0,0,8)). Anvind Stokes sats for att berdkna kurvintegralen
§o Fedr da F = (y? +y)zi + (2y — Dazj + 2y%k.

i j k
L&sning: curl F = 61 ag ai =zi+yj— 22k

W +y)z (2y—1zz zy’
Enligt Stokes sats ar fc Fedr = [/ gcurlFedS dér S &r vilken yta som helst som har C
till rand och har uppatriktad normal. Det finns héir tva naturliga kandidater for S, dels
den plana cirkelskivan 22 + y? < 4, z = 4 med enhetsnormalvektor k, dels paraboloiden
z =22 +y% 0 < z <4 med normalvektor (ej enhetsvektor) —2zi—2yj+k. Man kan tiinka
sig manga andra alternativa ytor. Valet av yta gors ldmpligen sé att flodesintegralen blir
sa enkel som mdojligt.

Med S§ = cirkelskivan och D projektionen av denna pa wzy-planet &r [|. geurl FedS =
[p(@i+ yj — 22k)ekdady = [[, —2zdzxdy = [[, —8dxdy = —8 - 2271 = 327

Med S = paraboloiden och D projektionen av denna pa zy-planet &r [ geurlFedS =
[Jp @i+ yj — 22k)e(—22i — 2yj + k) dady = [[,(—22 — 2y* — 2z) duwdy =

[[p(—22? — 2y — 2(z* + y?)) dady = [[;, —4(z? + y?) dady = S <2, 0<o<an —4r? rdrdf =
—327

Svar: fc Fedr = —327

6. Bestim de punkter pa skirningskurvan mellan konen 22 = 22 +12 och planet z = x4y +2

som ligger ndrmast origo. Bestdm ocksa de som ligger ldngst ifran origo.

Losning: De sokta punkterna &r de dir avstandet, eller dess kvadrat, 4r minst respektive
storst. Alltsd dir funktionen f(z,y, z) = 22 + y? + 22 har minsta respektive storsta virde
under bivillkoren 22 + y?> — 22 =0och z +y +2 — 2z = 0.

Bilda funktionen L(z,y,z, A\, i) = 22+ y? + 22 + M@? + v — 22) + pu(z +y + 2 — 2).

De sokta punkterna ér kritiska punkter for L. Dessa &r 16sningar till ekvationssystemet:

(6p)

(6p)



(22 4+ X2z +pu = 0 20+ X2x+p = 0 20+ XNx+pu =
20+ N2y +p = 0 20y—x)+ X2y —z) = 0 (y—x)(1+A) =
22— X2z—p = 0 &< 2z+2z)— )\2(z—x) =0 ¢ (z42)— (z—:c) =
2?2+y?—-22 = 0 22+y2—22 = 0 24y -2 =
r+y+2—-2 = 0 r+y+2—-—2 = 0 T+Yy+2—-—2 =

( 204+ Xz +p = 0 204+ Xz +p = 0

y = x A= -1

(z+zx2)=ANz—2) = 0 ellerq (z+z)—ANz—2) = 0

2?4y —22 =0 4y 22 = 0

L z+y+2—2z = 0 z+y+2—2 = 0
Det andra ekvationssystemet saknar 16sning eftersom A= -1 = 2=0=>2z2+13>=0=

r=y=0—2x+y+2—2#0

I det forsta ekvationssystemet &r forsta och tredje ekvationerna ointressanta eftersom vi
inte &r intresserade av A eller p. Vi har da:

22 = 212 = z = 2z eller 2 = —/2z
z = 2x+2 (2—V2)x = -2 (2+ﬁ)x = -2

Det forsta av dessa ger punkten (z1,z1,v2z1) dir z; = 5 \/5, det andra ger punkten
. -2
(2, x9, —\/5332) diar zo = 5

-2 =202+V2) . —2(24v2)
2-v2  (2-V2)(2+v2) 42

For att forenkla svaret kan man skriva om z; =
-2 -2
De tva kritiska punkterna &r alltsa: (—2 — V2, -2 —+/2,-2 - 2\@) och
(=242, -2+ V2,-2+2V2).

Avstandet fran origo till punkterna ar \/z2 4+ y2 + 22 = Va2 + 22 + 222 = 2 |z].

Svar: Den mest avligsna punkten ar (—2—+v/2, —2—1/2, —2—2/2 2) som ligger pa avstandet
2(24 +/2) fran origo. Den nirmsta punkten ar (—2-++v/2, —2++/2, =2+ 24/2) pa avstandet
2(2 —V2).

. Definiera begreppen gradient och riktningsderivata for en funktion av tva variabler. Bevisa
sedan dels att Dy f(a,b) = ueV f(a,b) och dels att i punkten (a,b) vixer f(x,y) snabbast
i riktningen V f(a, b).

O O O OO

(6p)



