MATEMATIK Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 100115 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Oscar Marmon

Telefon: 0703 088 304

Losningsforslag till TM A 043,

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkintdelen) Bonuspoéng fran duggor 09/10
riknas med, men maximal podng pa denna del ar 32. For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca.
tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kurswebbsidan, efter detta sker gransk-

ning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket losningar och svar skall skrivas. Lésgor
bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstéindiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Temperaturen T'(z,y) (méitt i °C) i punkter i zy-planet ges av T'(z,y) = 422 + y2.

(a) Skissa den nivakurva T'(z,y) = k, som gar genom punkten (2, 3).

Skiss:

T(x,y)=25

(23)

-5 0 5

(b) I vilken riktning fran (2,3) 6kar temperaturen snabbast?

Losning: Temperaturen oker snabbast i gradientens riktning (i punkten). Vi har
VT (z,y) = 8xi+ 2yj och speciellt &r VT'(2,3) = 16i + 6]

Svar: Temperaturen 6kar snabbast i riktningen 16i + 6j fran (2, 3)

(c) Hur stor &r temperaturokningshastigheten (i grader per lingdenhet) i punkten (2, 3)
i riktningen du angav ovan?

Lo6sning: Temperaturokningshastigheten (i grader per lingdenhet) i en given riktning
v, dér ||v|| = 1, ges av riktningsderivatan D,T(2,3). Som vi noterade i deluppgift b

sa dr den som storst i gradientens riktning dvs. da v = % och i den riktningen

ar okningen DyT'(2,3) = ||[VT(2,3)|| = ||16i + 6j|| = 2v/82 + 32 = 2/73



Svar: 2¢/73  (°C/l.e.)

(d) Bestdm temperaturokningshastigheten (i grader per tidsenhet) vid en forflyttning
med farten 3 (lingdenhet per tidsenhet) fran punkten (2,3) i riktningen som ges av
v = 3i —4j.

Lésning: Temperaturdkningshastigheten (i grader per tidsenhet) vid forflyttning
med en given hastighet v (ej nodvéndigtvis av enhetslingd) i punkten (2,3) ges
av DyT(2,3). Om farten dr 3 och riktningen ges av 3i — 4j sa dr hastigheten v =

3% = 3(3i — 4j) och temperaturskningen blir

3 3 3 72
D\T(2,3) =VT(2, 3)-5(3i —4j) = 5(16i +6j)e(3i — 4j) = 524 =+
Alternativt kan vi resonera i stil med foljande: Om vi forflyttar oss genom punk-
ten (2,3) i riktningen u = 3i — 4j och med farten 1 (lingdenhet per tidsenhet) sa
kommer temperaturckningshastigheten métt i grader per tidsenhet vara samma som
temperaturdokningshastigheten métt i grader per lingdenhet, vilket ges av
3i—4j 1 24

Om vi forflyttar oss tre ganger sa snabbt genom punkten (2,3) sa kommer ocksa

temperaturdokningshastigheten i punkten att vara tre ganger sa stor dvs. 32—; = %

Svar: 2 (°C/t.e.)

(e) Ange en parametriserad kurva (en rét linje duger) som gar genom punkten (2, 3) och
dér har farten 3 och hastighetsvektorn parallell med 3i — 4j.

Losning: For varje vixande funktion f(t) med virdeméngden R sa &r r(t) = (2,3) +
f(t)(3i—4j) en parametrisering av den rita linjen genom (2, 3) med riktningen 3i—4j.
Villkoret att farten skall vara 3 i punkten r(tp) = (2, 3) innebér att 3 = ||r/(¢o)|| =
|f'(to)] - 131 — 4j]| = | f'(to)| - 5. Detta blir t.ex. uppfyllt med f(t) = 2¢, for vilket vi
far r(t) = (2,3) + 3t(3i — 4j) = (2 + 2¢,3 — 12¢)

Svar: teex. r(t) = (2+ 2t,3 — 2¢),t € R

m:///D(.CC2+y2+22)dV

och masscentrums z-koordinat

z:l/// 2(2? +y* + 2% dV
m D

da D &r kroppen som ges av \/x2 + 32 < 2, 22 + y? + 22 < 4 och densiteten
8(x,y,z) = 22 + y? + 22. (Sfirisk substitution rekommenderas.)

3. Beradkna massan

Lésning: 1 sfiriska koordinater (p, ¢,0), dér

T = psin¢cost
y = psin¢sinf
Z = pcos¢

beskrivs omradet D av att 0 < p <2,0<¢ < 5,0 <6 <27,
Volymelementet i sfiriska koordinater éir dV = p? sin ¢pdpdpdf sa om vi Gvergar till sfiriska

(6p)



koordinater i trippelintegralen som ger massan sa far vi;

2 /4 P2
m = /// (2% 4y + 2%)dV = / / / p?p* sin pdpdpdh =
D o Jo 0
a[pP]? 64n 1
= 27 [~ cos @] =—(1-—
- [5] =55 (- )
Pa liknande sétt far vi;

2 pm/4 2 .92 /4 g2 1
/// 2(2?+y+22)dV = / / / p cos ¢p? p? sin pdpdpdf = 2 [sm ¢] {p] = 167
D o Jo 0 2 ]y 6 1, 3

sa z-koordinaten for kroppens masscentrum ar

Y e e

1
V2

Svar:m:(y;ﬁ(l—\g> ochiz#1
12(1- ;)

. S ar halvsfiren z = /4 — 22 — 2, 22 4+ y? < 4, med uppatriktad normalvektor. Berikna
ytintegralen [[s2?dS.

Losning: Om vi betraktar halvsfiren som en funktionsyta z = f(z,y) till funktionen

flz,y) = /4 — 22 — o2, diir 22 + 32 < 4, s& ges ytelementet av;
2 2
dS = \/1+ f2 + fedady = \ |1+ | ——e | + | ———— | dudy =
4 — a2 — 92 4 — 22 —q?

2 2 4 2
= \/1 + 1 * + x sdrdy = | ——5——dvdy = —(——=dzdy

—a 2 Ay 4— g2 — 2 T

Detta ger oss;

22dS = // 4—2? ) ——— dxdy—2// V4 — 22 — y2dxdy
// 2242 <4 \/4—x2—y 244244

Om vi byter till poldra koordinater sa far vi;

2m 2 (4 _ 7"2)3/2 2 397
//22d5’22/ / VA —r2rdrdd =27 | ———FL— | = —
S o Jo 3/2 3

0

Alternativt kan vi berdkna ytintegralen genom att parametrisera ytan m.h.a. sfiriska
koordinater. Halvsfiren beskrivs da av;

x = 2sin ¢ cos

y=2singsingd |, 0<o¢<—-,0<60 <27
2

z=12cos¢

Ytelementet beskrivet med parametrarna ¢, 6 dr dS = 22 sin ¢pdpdf vilket ger oss;

2r /2 3 w/2
// 22dS = / / 4 cos® ¢4 sin pdpdf = 32 [— o8 (b] _ 3
S o Jo 3 1o 3

321
Svar: —
var 3




Del 2: Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godkdnt och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del ridknas in fér att na godkintgrinsen. Normalt krivs for poidng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Beriikna dubbelintegralen [/ D ye;y dA da D #ar omradet i zy-planets forsta kvadrant be-
grénsat av kurvorna xy =1, zy = 3, y = = och y = 4x.

—ydx T dy

22 4y? T 2 4y?
radet 1 < 22 4+ 92, 22 4 4y? < 9. Visa sedan att kurvintegralen 40 m;%g nggQ = 27 for
alla kurvor C som gar ett varv moturs runt origo.

6. Berikna kurvintegralen fc da C &ar den positivt orienterade randen till om-

7. Definiera begreppet griansvirde for en funktion av tva variabler. Bevisa sedan, genom
direkt tillimpning av definitionen, att funktionen f(x,y) = 3x + 2y har grénsvirdet 7 da
(x,y) gar mot (1,2).

Ge exempel pa funktion av tva variabler, som saknar grénsvérde da (z,y) — (0,0) men
dar alla gransvérden f(z, kz), da x — 0, samt f(0,y), da y — 0, existerar och &r lika. Visa
att din funktion uppfyller villkoren.

Carl-Henrik F

(6p)

(6p)

(6p)



Anonym kod

Losningsforslag till TMA043, 100115

sid.nummer | Poéng

1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestdm en ekvation for tangentplanet i punkten (1, —1,1) till funktionsytan z = 33227%

Losning: Ekvationen z = f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + fa(a,b)(y — b) beskriver tan-
gentplanet for en funktionsyta z = f(z,y) i en punkt (a,b, f(a,b). I detta fall &r
flz,y) = IEQQTIyQ och (a,b) = (1,—1). Vi har

2(x2 +y?) — 2z - 22 —2z - 2y
= h =
fl(x7y) ($2+y2)2 oc f2(37,y) (w2+y2)2
och speciellt dr fi(1,—1) = 0, fo(1,—1) = 1 sa tangentplanet i punkten (1,—1,1)
beskrivs av ekvationen z =1+0-(x —1)+1-(y— (1)) & z2=2+y.
Svar: z =24y

Visa att (—1,—1) #r kritisk punkt till f(x,y) = 23 + y® + 32y och bestim punktens
karaktéar.

Loésning: Vi har Vf(x,y) = (322 + 3y)i + (3y® + 32)j och speciellt &r Vf(—1,—-1) =
(3—3)i+(3—3)j = 0sa (—1,—1) &r en kritisk punkt till f. For att bestimma
punktens karaktér kan vi studera Hessianen av f i punkten. Vi har;

_ | fulzy) folzy) | _ | 6z 3 I [ -6
H(x,y) = Fo(y) faolzy) ] = [ 3 Gy] och speciellt &r 2 (—-1,—-1) = [ 3

Matrisen .7 (—1, —1) &r negativt definit ty det(.#°(—1,—1)) = 27 > 0 och f11(—1,—1) =

—6 < 0, sa (—1,—1) &r en lokal maxpunkt.
Svar: (—1,—1) &r en lokal maxpunkt

Antag att f har kontinuerliga partiella derivator av alla ordningar. Bestam % f(rcost,r

och %;rf(r cost,rsint).

0
Losning:Kedjeregeln ger; 8—f(r cost,rsint) = fi(rcost,rsint)cost + fo(rcost,rsint)sint
r

aﬁ—grf(rcost,rsint) = % (fi(rcost,rsint)cost + fa(rcost,rsint)sint) =

= (—fu1(rcost,rsint)rsint + fia(rcost,rsint)rcost) cost — fi1(rcost,rsint)sint+

+ (—fa1(rcost,rsint)rsint + foa(rcost,rsint)rcost)sint + fa(rcost,rsint)cost

Svar: se understrukna uttryck ovan

Beréikna dubbelintegralen [ [, ze¥dA da D &r omradet 0 <z <1,0<y <z

Loésning: 1 z 1 1
// xel dA = / (/ $eydy> dx = / z[eY]y dz = / x(e® — 1)dx =
D 0 0 0 0
1 1 271
= / re®dr — / rdxr = [xem](l) — /emdx — [m} =e— 1 — [ew](l) = 1
0 0 2y 2 2

Beriikna kurvintegralen §,(sinz + 3y) dz + (e7¥ — 2x) dy da C &r randen till omradet
D: 2?2+ y2 <4,y > 0 ett varv moturs.

Svar:%

Losning: Greens formel ger; %(sinx +3y)de + (e Y — 22) dy —
C

0 0 722
= — (e Y — — —(si = — = —)— = —
//D (8:1: (e 2x) 3y (sinz + 3y)> dxdy 5 //D dxdy 5 5 107

(2p)
(3p)
3
3]
sint) (3p)
(3p)
(3p)



