MATEMATIK Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej ridknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 100827 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Fredrik Lindgren

Telefon: 0703 088 304

LOSNINGSFORSLAG

Tentan rdttas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan kridvs 25 poidng pa tentamens forsta del (godkintdelen) Bonuspoéng fran duggor 09/10
riknas med, men maximal poing pa denna del dr 32. Foér godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33 resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre
veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning

alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall skrivas. Ldsgor
bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstindiga 16sningar inldmnas. Endast svar ger inga poing.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Antag att man vill tillverka en lada i form av ett rétblock till sa lag kostnad som mdjligt.
Ladan skall rymma 1 liter och inte ha nagot lock (dvs vara &ppen upptill). Materialet i
ladans fyra sidvaggar ar fyra ganger sa dyrt som materialet i botten. Hur hog skall ladan
vara?

Losning: Lat b,d, h vara ladans bredd, djup respektive héjd i dm. Vi vill d& minimera
kostnaden for ladan som &r proportionell mot 4 - 2bh + 4 - 2dh + bd = 8bh + 8dh + bd
(malfunktionen) under forutsittning att bdh = 1 (bivillkoret). Ur bivillkoret foljer att

h= é, som insatt i malfunktionen ger oss kostnadsfunktionen

8 8
k(b,d) ==+ ++bd
Vi dr nu bara intresserade av positiva varden pa b och d. Vidare observerar vi att da b eller
d gar mot 0 eller co sa gar k(b, d) mot oo, vilket betyder att ett minimum maste intréffa i

en kritisk punkt;

%:;—erd:O AL S (L B
G =E+d=0 d* = 8d =8 d=2
Eftersom (2, 2) &r den enda kritiska punkten till (b, d) och funktionen saknar singulariteter

sa maste funktionens minsta viirde antas i (2,2). For dessa virden pa b och d &r h = ﬁ =
1

7 =0.25

1

Svar: Ladan skall vara 25 mm hog

3. Antag att vi infor cylindriska koordinater r, 6, z vars samband till de Cartesiska koordina-
terna z, vy, z ges av
x =rcosf
y=rsinf
z=2z



(a) Uttryck omradet Q: z? + 9% < z,2 > 0,z < 2 i de cylindriska koordinaterna r, 6, z (2p)
Svar: 2 < z | —ggegg, z2<2
(b) Berékna volymen av kroppen §2 (4p)

Losning: Volymen kan t.ex. beriiknas pa foljande sétt;

2 vz opm/2 2r1,27V? 2 212
///dV:// / rd@drdz:w/ ["’} dz:”/ zdzzﬂ{z] _
Q o Jo Joxs2 o L2] 2 Jo 212],

eller alternativt kan vi integrera i en annan ordning enligt foljande;

V2 2 )2 V2 ;A7V2
///dV—/ // rd@dzdr—w/ r(2—r2)dr—7r[7"2—] =
Q 0 r2 J—m/2 0 4 0

Om vi vill kan vi ocksa betrakta kroppen som det omrade, som 6ver omradet D : 2+
y? < 2,2 > 01 xy-planet, begrinsas uppat av funktionsytan f(z,y) = 2 och nedat av
funktionsytan g(z,y) = 22 +y?, och berikna volymen genom fsljande dubbelintegral;

polér subst. se ovan

| V22 il
// (2% + %)) dady = /0 //2(2—7"2)7'd0d7“ =

Svar: 7 (volymenheter)

4. Betrakta den plana ytbit S som parametriseras av
r=ui+(u+v)j+(u—vk , 0<u<20<v<u

(a) Berékna arean av S (3p)

L6sning:
ij k
I‘1( )XI‘Q(’U, ’U)_ 1 1 1 =-2i+j+k
1

-1

Arean—// ds = / / Iri(u,v) X ro(u,v)|dvdu =

:/0 /Ou\/éd’udu:\/é/o udu\/é[g]ozzx/é

Svar: 2/6 (areaenheter)
(b) Berékna flodet av F = xi 4 2yj + zk upp genom ytan S (dvs. i positiv z-led) (3p)

Losning:

Flodet — / / F.dS = / / (1 (1, 0) X 1o, v))dvdu =
// —2u+2(u +v) + (u—v) dvdu—// u+v) dvdu =
:/OQ[UU—F ] du—/du-[hzél

Svar: 4 (volymenheter per tidsenhet)

Overbetygsdelen finns pa baksidan av detta blad



Del 2: Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullsténdig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Antag att x anvinds som parameter i en parametrisering r = r(z) av skirningskurvan
mellan nivaytorna = + y — z + sin (zyz) = 0 och © — y + 2z — cos (xyz) = 0, i en liten
omgivning av (0, 1,1). Beriikna hastighetsvektorn r'(0).

Losning: Uppdaterad version av detta dokument med 16sning &ven till denna uppgift
kommer att ldggas ut i vecka 35.

6. Anviand Stokes sats for att berdkna kurvintegralen fﬁc ydr — xdy + z?dz, dir C #r skirn-
ingskurvan mellan cylindrarna z = 32 och 2% +y? = 4, orienterad moturs sett fran punkten
(0,0,5).

Lo6sning: Uppdaterad version av detta dokument med 16sning &dven till denna uppgift
kommer att ldggas ut i vecka 35.

a) Vad menas med att en funktion f(z,y) &r kontinuerlig i en punkt (a,b) ?

b)

(c) Vad menas med att en funktion f(x,y) &r differentierbari en punkt (a,b) ?
)

7. (
(b) Definiera begreppet partiell derivata for en funktion f(z,y).

(d) Redogor for relationerna mellan foljande egenskaper for en funktion f(z,y):

i. f(x,y) &r kontinuerlig i (a, b)

ii. f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator i (a,b)
iii. f(x,y) ar differentierbar i (a, b)

Lycka till!
Thomas W
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast

l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

(b)

Berikna f(1,0) da f(x,y) = g(h(y), h(x)), g(s,t) = s*t + s/t och h(u) = 1/(u + 1).
Loésning: f(1,0) = g(h(0),h(1)) =g(1,3) =2 +2=3

Svar: f(1,0) =32

Ortsvektorn for en partikels position i rummet vid en viss tidpunkt ¢ > 0 ges av
r(t) = t%i + V/tj + tk. Bestim den tidpunkt vid vilket partikeln har ligst fart.
Losning: Partikeln har hastigheten r/(¢t) = 2t + z%/zj + k och farten |r'(t)] =

412 + i + 1. Farten dr som storst precis da f(t) = 4t? + i + 1 &r som storst.

Vi undersoker dérfor om f(t) har nagra stationdra punkter; f'(t) = 0 < 8t — ﬁ =
0 t?=2"%at=253 Eftersom f(t) = oo da t — 0" och da t — oo si maste
f(t) ha sitt minsta virde da t = 27%/3

Svar: t = 27%/3

Beriikna divergensen och rotationen for vektorfiltet F = zyi + zj + yz2k. Ar vektor-
filtet kallfritt och/eller virvelfritt i R3?

Losning:

0 0 0 o
dwF—a—x(xy)—i-afy(z)—l—&(yz)—y+2y25é0

Svar: divF =y + 2yz och curl F = (22 — 1)i — zk.

F idr varken killfritt eller virvelfritt i R3.
Berikna det arbete som det konservativa kraftfiltet F = (z + 2)i + yj utfér pa en
partikel som ror sig utefter cirkelbagen z? 4+ y? = 1,y > 0 i zy-planet, fran punkten
(1,0) till (—1,0)
Losning: Eftersom kraftfiltet dr konservativt sa dr arbetet oberoende av vilken vig
partikeln tar mellan de givna punkterna. Lat oss dérfor istéllet berdkna arbetet lings
med den raka stricka C fran (1,0) till (—1,0). Det &r naturligt att anvinda x som
parameter i parametrisering av C dvs.r(z) = xi. Vi far da att;

-1 2 -1
Arbetet = /F(r(:c)) -1’ (z)dr = / T+ 2dr = [:EQ + 2$] =—4
C 1 1
Svar: —4 (Joule)

Skissa definitionsomradet till f(z,y) = /2 — (22 — y?) isamma figur som nivakur-
vorna f(x,y) =1 och f(x,y) = 2.
Skiss:

Forklaring av skiss: Uttrycket ér definierat for 2 och y sddana att 2 — (22 —2) > 0
dvs. 22 — y? < 2. Ekvationen 22 — y? = 2 beskriver en hyperbel som skir z-axeln vid
x = 4v/2 och 2 —y? < 2 beskriver allt mellan dess bada "hyperbelgrenar”(se streckat
omrade i figuren). Nivakurvan f(z,y) = 1 < 22 — y? = 1 #r en hyperbel som skir
z-axeln vid = 41 och nivakurvan f(z,y) = 2 < 22 — y? = —2 #r en hyperbel som
skir y-axeln vid y = +£v/2. Asymptoterna = = +y kan vara till hjilp vid skissandet.

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)
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Trigonometri.

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(x) sin(y) = %(cos(x —y) —cos(z +y))

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) sin(z) cos(y) = %(sin(m — ) +sin(z + y))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

cos(x) cos(y) = %(cos(:c —y) + cos(z +y)) tan(z +y) =

Integralkatalog

l.aJrl
/x“d:c = +C , a#-1 dx = Inlz|+C

1
a+1 T

/sinxdm = —cosz+C /cosxdx = sinz+C

1
/ 5—dx = tanxz+C 2 = —cotz+C
cos?x sin
T
/e”dm = &4+C a®dz = a—+C,0<a7é1
Ina
1 1 T f
/mdﬂf = aarctana—FC 5 0;750 = ln|f(a:)|—|—C'
1 1
/\/ﬁdz = arcsin%+0 ,a>0 /\/a—xzdaz = 3% a—x2+§arcs1nf+0 >0
1 1
de = Injlz++vV22+a|+C , a#0 /\/x2+ad:r = —(zvz’+a+aln|z+V22+a|)+C
Va2 +a 2
Maclaurinutvecklingar
, = 2P 2?23
e’ = Zk— = ldat gt
k=0
oo 2k—1 3 5 7
~ YLt R il
sin x = ;( 1) e TG + T +...
o0 2%k 2 4 6
B N B Lzt 1t @
cos T = kZ:O( 1) k! = 1 51 + T +
« _ N[« k _ (@—1) , a) ala—-1)...(a—k+1)
(1+x) = ;(k>x = l+ax+ 51 z° + ;o lwl <1, <k> k(k—1)...1
In(l+z) = i k“x = x—j+x—3——4+ “1<z<1
2 3 4 ’
k=1
o0 2k—1 3 5 7
B - 1T B x°  ®
arctanx = kZ:l W1 = x_§+€_7+"' , x|l <1
Ovrigt

fffg zp(z,y, z) dedydz
ffo p(z,y, z) dedydz

Masscentrum (xr, yr, z7) {6r Q ges av xr = , analogt for yr, z7.

p(x,y, z) édr densiteten.



