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2 Ickelinjira ekvationssystem och optimering

2.1 Newtons metod for system av ekvationer

I detta avsnitt skall vi studera Newtons metod for 16sning av ekvationssystem av typen

{f(%y)—()

g(r,y) =0

Om funktionerna f(z,y) och g(z,y) ar linjidra sa kan vi anvinda oss av kdnda metoder
fran linjar algebra kursen for att 16sa systemet. Situationen &r dock (i allménhet) betydligt
mer komplicerad om funktionerna inte &r linjdara. Lat oss forst titta pa hérledningen av
Newtons metod i en variabel dvs for 16sning av en ekvation med en obekant. Antag att
Z ligger néra en 16sning x* till ekvationen f(x) = 0. Om vi Taylorutvecklar f(z) kring &
t.o.m. forsta ordningen sa far vi f(z) ~ f(Z)+ f/'(Z)(z —Z). Denna approximation stdmmer
bra i en ndra omgivning av & och da speciellt for x = x* vilket ger oss att

0= f(e) ~ f(&) + f(B)a" —7) &
@) — &) ~ (@)

/()

/()

Felet i denna approximation dr av storleksordningen |z* — Z|? (ty nista term i Taylorut-
vecklingen dr av den storleksordningen) dvs. betydligt mindre &n det ursprungliga felet
|lz* —Z|. Sa & = 7 — J{,(?) ger alltsa en dnnu béttre approximation av x*. Savida man
inte kidnner sig n6jd med denna forbattrade approximation sa ér det hogst naturligt att
tédnka sig upprepa proceduren for att ytterligare forfina approximationen. Newtons metod
innebér att man pa detta sitt succesivt itererar sig ndrmare en 16sning pa ekvationen.

Om vi loser ut z* sa far vi att

T —

Metoden kan ocksa askadliggoras geometriskt. Losningen pa ekvationen f(x) = 0 &r det
x-virde for vilket grafen y = f(x) skdr z-axeln. Nér vi ersitter f(x) med dess Taylorut-
veckling i & t.o.m. forsta graden i ekvationen sa innebér det att vi istdllet undersoker var
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tangenten till y = f(x) i punkten (Z, f(Z)) skir xz-axeln. Denna skérningspunkt blir sedan
ny utgangspunkt for nésta iteration. Foljande figur illustrerar ett steg i Newtons metod.

15F

0.5

ny 16sning Xstart

-0.5F

Vi kan nu pa liknande sitt harleda en metod for att 16sa system av ekvationer. Antag att
vi vill 16sa system av typen
{ flz,y)=0
g(x,y) =0
Om (Z,7) ligger néra en 16sning (z*, y*) till ekvationssystemet sa har vi
{ 0= f(z",y")
0=g("y")

Detta ar ett linjart ekvationssystem i de obekanta x* och y* (om vi betraktar (Z,7) som
kénd). Sambanden kan ocksa uttryckas pa matrisform enl.

9(Z,9) + 9,(Z, 9) (=" — T) + g,(T, 9)(y* — J)

Felet i denna approximation iir av storleksordningen ||(z*, y*) — (%, 9)||?, vilket &r avsevirt
mindre &an ||(z*,y*) — (Z,7)|| som vi hade fran borjan. Losnlnge (%,79) pa ekvationen

v)
ST SR

y—y

bor alltsa ge en béttre approximation till l16sningen (z*, y*) &n vad (Z,7) gav.



flzy) =
g(z,y) =0
(x*,y*) i vilket funktionsytorna z = f(x,y) och z = g(x,y) skér varandra i zy-planet. Nar
vi ersétter f(x,y) och g(x,y) med respektive Taylorutveckling i (Z,7) t.o.m. forsta graden
i systemet sa innebér det att vi istéllet undersoker var tangentplanen till z = f(x,y) och
z = g(x,y) dir (z,y) = (Z,y) skér varandra i zy-planet. Denna skérningspunkt blir sedan
ny utgangspunkt for nésta iteration och man upprepar proceduren tills bada funktionsvér-
dena ar tillrackligt sma.

Geometriskt innebér metoden foljande. Losningen pa systemet { ar den punkt

Lat oss nu titta pa ett exempel

Exempel. Antag att vi vill hitta en l6sning (z*, y*) till ekvationssystemet

{ zy(z —y) =1

Ett sétt att forsoka hitta lampliga startvarden for Newtons metod ar att plotta nivakur-
vorna zy(z —y) —1 =0 och 23y? + 2> + y* =3 =10

>> £=0(x,y) x.*xy.*x(x-y)-1; g=0(x,y) x.73.xy. 2+x.72+y."4-3;
>> x=linspace(-3,3,30);y=linspace(-3,3,31);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> contour(X,Y,f(X,Y),[0 0],’r’), hold on

>> contour(X,Y,g(X,Y),[0 0],’b’), hold off

Vi ser da att det finns en 16sning (skdrningspunkt) i nérheten av (—0.5,1.2). Vi anvander
sedan Newtons metod for att forbéttra denna (grova) approximation av lésningen.

>> fx=0(x,y) 2*x.*y-y."2; fy=0(x,y) x. 2-2%x.*y;

>> gx=0(x,y) 3*x.72.%y. 2+2%x; gy=0(x,y) 2%x. 3.xy+d*xy." 3;
>> x1=-0.5,y1=1.2

>> J=[fx(x1,y1) fy(xl,y1);gx(xl,y1) gy(xl,y1)]1;

>> ny=[x1;y1]1+I\[-f(x1,y1);-g(x1,y1)]

>> x1=ny(1); yl=ny(2);

Hér har vi 16st det linjara ekvationssystemet (%) med hjélp av backslash-kommandot (ett
ekvationsystem av typen Az = b kan l6sas i Matlab med kommandot x=A\b). Ett steg med
Newtons metod ger (enligt ovan) att zx ~ —0.42 och y* ~ 1.33. Vi kan upprepa de tre
sista kommandoraderna ovan for att forbattra dessa ndrmevérden till l16sningen ytterligare.

>> J=[fx(x1,y1) fy(xl,y1);gx(xl,y1) gy(xl,yD)];
>> ny=[x1;y1]+I\[-f(x1,y1);-g(x1,y1)]
>> x1=ny(1); yl=ny(2);



vilket ger att x*x ~ —0.44 och y* ~ 1.31. Man kan naturligtvis upprepa iterationen ytterli-
gare nagra ganger tills man kénner sig ndjd men notera att konvergensen ér kvadratisk sa
ndrmevéardena blir snabbt véldigt bra. U

2.1.1 Ovningar

2.1.1 Anvénd Newtons metod for att hitta ndrmevérden till minst en 16sning pa féljande
system av ekvationer. Plotta ingaende nivakurvor for att hitta lampliga startvarden.

2 +y?=5

(2) { Ty =2
(b) xy + arcsin (x +y) =1
r—y+sin(xy) =0

Nagra avsnitt ur kursboken som anknyter till detta avsnitt: 13.1,13.3 & 13.6

2.2 Gradientmetoden for optimering

Vi skall borja detta avsnitt med att underscka den geometriska betydelsen av gradienten
till en funktion. Lat oss t.ex. betrakta f(z,y) = (60 — 2y* — 4zy — 2*)/20. Vi borjar med
att generera tva koordinatmatriser X och Y

>> x=linspace(-2,2,20) ;y=linspace(-2,2,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

och berdknar sedan funktionsvardena

>> f=0(x,y) (60-2%y. 2-4*x.*y-x."4)/20;
>> Z=f(X,Y);

Eftersom f/(z,y) = (—y — 2%)/5 och fo(x,y) = (—y — x)/5 sa kan vi berikna gradienten i
varje punkt i rutnitet med foljande kommandon

>> G1=0(x,y) (-y-x.73)/5; G2=0(x,y) (-y-x)/5;
>> Gx=G1(X,Y);Gy=G2(X,Y);

Alternativt kan vi berdkna de partiella derivatorna (approximativt) med differenskvoter;

>> h=10"(-9);

>> G1=0(x,y) (f(x+h,y)-f(x-h,y))/(2%h);
>> G2=0(x,y) (f(x,y+h)-f(x,y-h))/(2%h);
>> Gx=G1(X,Y);Gy=G2(X,Y);



Vi kan nu rita nivakurvor och gradientvektorerna i samma figur med kommandot
>> contour(X,Y,Z), hold on, quiver(X,Y,Gx,Gy), hold off

Om man ger kommandot axis(’equal’) efter quiver sa blir vinklarna korrekta och man
ser att gradientvektorerna &r vinkelrdta mot nivakurvorna. Gradienten &r en vektor som
pekar i den riktning funktionsvérdena okar mest. Kraftigare okning betyder ldangre gradi-
entvektor. Om vi soker en funktions lokala maximum kan vi alltsa:

(1) Vilja en startpunkt (z1,91).
(2) Berdkna gradienten i denna punkt.

(3) Sétta (wq,y2) = (x1,y1) + 7 - grad(f(xy,y1)) dér r ar ett lampligt (litet) tal.
(Soker vi minimum sa skall vi istéllet ga i riktningen —grad(f(x1,v1)))

(4) Berikna differensen f(xq,y2) — f(x1,y1).
(Troligen kommer f(xq,ys) att vara storre &n f(xq,y;) om inte r &r for stort. Faktorn
r kan behovas eftersom funktionen kan vixa valdigt brant. Med r» = 1 kan man missa
maxpunkten helt och i vérsta fall hoppa fram och tillbaka. Tyvérr kan man inte veta
i forvig vad r bor vara)

(5) Upprepa 3) och 4) tills &ndringen i funktionsvérde ér tillriackligt liten.

Denna metod for att hitta lokala max/min-punkter kallas gradientmetoden.

Lat oss nu utféra nagra steg i gradientmetoden pa funktionen f(z,y) = (60 — 2y? — 4xy —
x%)/20, och se hur vi niirmar oss en maxpunkt. For att tydligt f6lja vad som hiinder i varje
steg sa illustrerar vi stegen geometriskt. Vi borjar med att plotta grafen till funktionen

>> f=0(x,y) (60-2%y. 2-4*x.*y-x."4)/20;

>> x=linspace(-2,2,40) ;y=linspace(-1,3,41);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);Z=f(X,Y);

>> surf(X,Y,Z),alpha(0.2),shading interp,hold on

\2

A\

Vi har hér valt att halla kvar figurfonstret med kommandot hold on sa att vi kan plotta
fler saker i samma figur (se nedan). Vi har ocksa valt att gora ytan lite transparant sa att
kommande plottar kommer att synas lite béttre. Vi véljer nu en startpunkt p = (z1,v1),
t.ex.

>> p=[1,2];

Av illustrativa skél sa plottar vi nivakurvan till f genom (0,1) och markerar punkten
(0,1, f(0,1) med en stjérna.



>> c=f(p(1),p(2));

>> contour(X,Y,Z, [c c]),axis equal

>> plot3(p(1),p(2),c, r*’)

>> plot3([p(1) p(D]1,[p(2) p(2)],[0 c])

Sedan berdknar vi gradienten till f i (0,1) med kommandot
>> gx=G1(p(1),p(2));gy=G2(p(1),p(2));

Gradientmetodens ide &r nu att stega fram i gradientens riktning till en ny punkt ¢ (som
ligger ndrmare den punkt som ger maximum)

>> r=0.7;
>> gq=p+rx[gx,gy]

Lat oss nu dra en linje mellan startpunkten p och den nya punkten ¢ sa att det tydligt
framgar att vi stegat oss fram vinkelrdt mot nivakurvan (i den riktning for vilket funk-
tionsviirdena vixer snabbast).

>> d=f(q(1),q(2));
>> plot3(q(1),q(2),d, r*’)
>> plot3([p(1) q(1) q(1)]1,[p(2) q(2) q(2)1,[0 0 dl)

Analysera gédrna ndrmare genom att forstora och rotera bilden.

Eftersom skillnaden i funktionsvardena
>> diff=d-c

ar relativt stor sa véljer vi att upprepa steg 3) och 4), och eftersom ¢ &r ny utgangspunkt
for vara berdkningar sa sitter vi

>> pP=9;

Da &r det bara att upprepa vara kommandon ovan

\2

>> c=f(p(1),p(2));

>> contour(X,Y,Z, [c c])

>> gx=G1(p(1),p(2));gy=G2(p(1),p(2));

>> g=p+r*[gx,gy];

>> d=£(q(1),q(2));

>> diff=d-c

>> plot3(q(1),q(2),d, r*’)

>> plot3([p(1) q(1) q(1)],[p(2) q(2) q(2)],[0 0 dI)
>> p=q



Vi vill fortsédtta upprepa dessa kommandon tills skillnaden mellan funktionsvérdena i tva
efterfoljande steg (diff) ar tillrickligt liten (vilket indikerar att vi kommit néra ett maxi-
mum). Upprepningen underlédttas om vi gor en snurra.

while diff>10"(-2)
c=f(p(1),p(2));
contour (X,Y,Z, [c c])
gx=G1(p(1),p(2));gy=G2(p(1),p(2));
q=p+r*[gx,gy]
d=£f(q(1),q(2));
diff=d-c
plot3(q(1),q(2),d, r*’)
plot3([p(1) q(1) q(1],[p(2) q(2) q(2)]1,[0 0 dl)
pP=q;
pause(0.5)

end

Vilken lokal maximipunkt ndrmar vi oss i detta fall ?

2.2.1 évningar

2.2.1 (a) Ligg in alla kommandon i texten ovan i en scriptfil. Testkor sedan filen/programmet
for att kontrollera att den gor vad som forvéntas.

(b) Testa programmet pa nagra andra startpunkter (dndra startpunkten p = (1,2)
i programmet)

(c) Ta bort alla plottkommandon i programmet och se till att det finns semikolon
efter alla aterstaende kommandon. Ta ocksa bort pausen i snurran och &nd-
ra villkoret sa att snurran pagar sa ldnge som diff>107~(-6). Testkér sedan
det modifierade programmet med startpunkten p = (1,0). Finner programmet
nagon lokal maxpunkt och vilken &r i sa fall denna?

2.3 Andra metoder for ekvationslosning

I Matlab l6ser man normalt linjdra ekvationssystem med s.k. vénsterdivision dvs. komman-
dot \. Det finns &dven andra kommandon som kan vara anvidndbara vid 16sning av sadana
linjdra system t.ex. rref, inv, det, rank, lu, qr, chol. Om ekvationssystemet inte
ar linjart sa kan man istéllet anvinda kommandot 1sqnonlin (least square nonlinear)
som hittar minstakvadratlésningar till ekvationssystem, vilka #ven &r dkta losningar i de
fall sadana existerar. Kommandot finns inte automatiskt inbyggt i Matlabs grundpaket



utan kriver ett speciellt programpaket, en sk. toolbox, som é&r till for att 16sa optime-
ringsproblem (Optimization Toolbox, ge kommandot help optim for att se tillgéngliga
kommandon). Denna toolbox finns installerad pa Chalmers studentdatorer. Till linjéra ek-
vationssytem vet vi att det antingen saknas lésningar, finns en enda 16sning eller finns
oandligt manga losningar. Till ickelinjéra ekvationssystem kan det emellertid ocksa vara sa
att det finns flera, men ett begréinsat antal, 16sningar. Om man har ett ekvationssystem
bestaende av tva ekvationer och tva obekanta sa kan man forst fa en uppfattning om hur
manga losningar det finns (och vilka dessa dr) genom att plotta de nivakurvor som ekvatio-
nerna representerar. Varje skarningspunkt mellan de tva kurvorna representerar en 16sning
till ekvationssystemet.

22ty =2
r—1y =1
16sningar till ekvationssystemet sa kan vi tex plotta de delar av nivakurvorna x? +y = 2
och z — ¥ = 1 som ligger i kvadraten —4 <z <4, -4 <y < 4.

Exempel. Betrakta ekvationssystemet { . For att fa en uppfattning om ev

>> £=0(x,y) x.72+y-2; g=0(x,y) x-y."3-1;

>> [X,Y]=meshgrid(-4:0.1:4);

>> contour(X,Y,f(X,Y),[0 0],’b’), hold on

>> contour(X,Y,g(X,Y),[0 0],’b’), grid, hold off

Vi ser att det finns tva skidrningspunkter och dérmed tva l6sningar pa ekvationssystemet i
kvadraten. For att ndrmare bestdmma den 16sning som ligger i nérheten av punkten (1,0.2)
sa kan vi naturligtvis &ven anvianda Newtons metod som beskrevs i féregaende avsnitt. Men
lat oss nu istéllet se hur kommandot 1sqnonlin kan anvéndas for att hitta losningen.

>> fun=0(x) [f(x(1),x(2)),gx(1),x(2))];
>> losn=lsqnonlin(fun, [1,0.2])

Observera hér att 1sqnonlin krédver att fun har en enda invariabel, men att denna &r en
radmatris. Darfor maste vi skriva x(1) och x(2) istéllet for = och y nér vi definierar den
anonyma funktionen. O

Vi kan dven losa system med fler &n tva ekvationer och obekanta med lsgnonlin. Om
ekvationssytemet bestar av tre ekvationer och tre obekanta sa finns (precis som for 2 x 2-
system) ocksa en mojlighet att tolka losningarna geometriskt. Varje ekvation representerar
da en nivayta och ev. losningar motsvarar gemensamma skdrningspunkter i de tre ytorna
(dvs. punkter som tillhor alla de tre ytorna). Det kan dock vara svart att lokalisera 16s-
ningarna grafiskt.

2x — 6222 =0
Exempel. Betrakta ES { 2y — 3%z =0 .
223 4+ 3 = 10



For att fa en uppfattning om ev. l6sningar till ekvationssystemet sa kan vi plotta de delar
av nivaytorna 2z — 6x%z = 0,2y — 3y*2 = 0 och 223 + y* = 10 som ligger i omradet

>> £1=0(x,y,2) 2*x-6%x.72.%Zz;

>> £2=0(x,y,z) 2%y-3%y. 2.%z;

>> £3=0(x,y,z) 2*x.73+y."3;

>> [X,Y,Z]=meshgrid(-4:0.3:4);

>> isosurface(X,Y,Z,f1(X,Y,Z),0)
>> isosurface(X,Y,Z,f2(X,Y,Z)+5,5)
>> isosurface(X,Y,Z,f3(X,Y,Z),10)

Hér valde vi att addera en femma i den andra ekvationens bada led. Med detta lilla trick
kunde vi pa ett enkelt sétt till att de tre ytorna plottas med olika firg (olika nivaer i samma
figur ger olika farg). Av figuren kan det vara svart att avgora antalet skérningspunkter och
ddrmed hur manga l6sningar som ekvationssystemet har. Det kan vara &nnu knepigare att
grafiskt bestimma ndrmevérden till 16sningarna. Genom att vinda och vrida pa figuren sa
inser man emellertid snart att det bor finnas tre 16sningar; nira punkterna (2,0, 0), (0,2, 0)
resp. (1,2,0). Lat oss bestimma dessa mer exakt med hjilp av kommandot 1sqnonlin

>> f£=0(x) [f1(x(1),x(2),x(3)), £f2(x(1),x(2),x(3)),£3(x(1),x(2),x(3))];
>> losni=lsqnonlin(f, [2,0,0])
>> losn2=1sqnonlin(f, [0,2,0])

>> losn3=1lsqnonlin(f, [1,2,0])
|

Det gar dven bra att anvinda kommandot 1sqnonlin for att losa system med fler &n tre
ekvationer och obekanta.

2.3.1 Owvningar

2.3.1 Plotta i samma figur de delar av kurvorna xy — arctanxz =siny och x+y+3 =
cosxy som ligger i rektangeln —4 <z <2, —6<y<1.

Ty — arctan x = siny

T +Yy+3=cosxy

i rektangeln. Undersok ocksa hur vél de erhallna 16sningarna satisfierar ekvationssy-

temet.

Hitta sedan alla 16sningar till ekvationssystemet som ligger

2.3.2 Plotta i samma figur pa de delar av ytorna zy—2 = 1,zz+y = 2 och 22 +3y?> —22 = 3
som ligger i omradet —5 < x <5 -5 <y<5 -5<z<5H.
zy—z=1
Hitta sedan minst en l6sning till ekvationssystemet ¢ zz +y = 2
2 +y?—22=3
(Tips: Det finns 4 16sningar i omradet).
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r+yz—w?=3

ry+22—w=0

zyz +w =1

22y + 22w =0

(Tips: prova olika startpunkter tills 1sqnonlin hittar en losning. Om kommandot
ger svaret Maximum number of function evaluations exceededsa betyder det att den
inte hittar nagon l6sning. Fortsitt prova tills det att kommandot svarar Optimization
terminated successfully”.)

2.3.3 Forsok hitta en 16sning till ekvationssystemet

2.4 Andra optimeringsmetoder

Ett enkelt sétt att hitta ett ndrmeviérde till en funktions storsta eller minsta varde &r helt
enkelt att berdkna ett antal funktionsvirden och ta ut det storsta resp. minsta av dessa
med kommandona max resp. min. Lat oss forst se hur detta kan goras for en funktion av
en variabel. Om vi t.ex. vill hitta ett ndrmevérde till det storsta vérdet for funktionen
f(x) = zsin(zx) pa intervallet [1,3] sa kan vi utfora foljande berdkningar

>> x=1:0.01:3; y=x.*sin(x); ymax=max(y)

Av dessa kalkyler framgar bara att funktionens storsta viarde ar =~ 1.82. Om vi vill veta
ungefir for vilket (eller vilka) = som detta maximum antas sa kan vi ge foljande kommando

>> xmax=x (find (y==ymax))

Pa ett liknande sitt kan vi hitta max/min till funktioner av flera variabler. T.ex. hittar vi
det minsta vardet (och motsvarande minpunkt) till funktionen f(x,y) = zsiny+y —cosz
pa omradet 2 < x <5, —1 <y <2 med kommandona

>> [X,Y]=meshgrid(2:0.01:5,-1:0.01:2);
>> Z=X.*sin(Y)+Y-cos(X);
>> zmin=min(min(Z)), xmin=X(find(Z==zmin)), ymin=Y(find(Z==zmin))

Metoden ovan ér enkel att forsta men har flera nackdelar. Metoden innebér t.ex. att man
beréknar onddigt manga funktionsviarden. Om man vill ha stor noggrannhet sa kréaver den
dessutom oerhort manga berdkningar. Det dr ocksa svart att kontrollera hur bra nirme-
vardena éar. Istéllet kan man med fordel anvinda kommandona fminbnd resp. fminsearch
for att bestdmma minpunkter till funktioner. Kommandot fminbnd anvénds for att hitta
minimum av funktioner av en variabel pa angivet intervall t.ex.

>> f=0(x) x.*sin(x);
>> xmin=fminbnd(f,1,3), ymin=f(xmin)
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Det skall papekas att kommandot fminbnd endast hittar ett lokalt minimum pa intervallet.
Detta behover inte nodvandigtvis vara funktionens minsta vérde pa intervallet. Soker man
det minsta virdet sa bor man forst plotta funktionen och grovt uppskatta var detta ligger.
I exemplet ovan ar xmin det z-virde som ger det minsta funktionsvérdet. Detta minsta
funktionsviarde har vi sedan kallat for ymin (I just detta exempel sa antas det minsta
funktionsvérdet i den ena dndpunkten pa intervallet). Det finns dessvérre inget kommando
som pa liknande sétt hittar maximum av funktioner. Soker vi det storsta vérdet sa skriver
vi istéllet

>> g=0(x) -f(x);
>> xmax=fminbnd(g,1,3), ymax=f(xmax)

Hér har vi anvént oss av observationen att det storsta vardet till en funktion f(z) antas i
samma punkt som det minsta vérdet till funktionen — f(x).

For att hitta lokala minimipunkter till funktioner av flera variabler sa anvinder vi istéllet
kommandot fminsearch t.ex.

>> £f=0(x) x(1).*sin(x(2))+x(2)-cos(x(1));
>> xymin=fminsearch(f, [7,-8]), zmin=f (xymin)

Observera att den anonyma funktionen hér skall skrivas pa ett lite annorlunda sétt an tidi-
gare. Istéllet for x och y skriver vi x(1) resp. x(2). Kommandot fminsearch anvénder en
iterativ metod som innebér att den behover en startgissning (i detta fall punkten (7, —8))
nira den sokta minimipunkten. Utifran detta virde stegar sig metoden succesivt ndrmare
minimipunkten. Iterationerna fortsitter tills dess att en approximation med tillracklig god
noggrannhet erhalles. Om ingen noggrannhet anges sa fortsétter iterationen tills approxi-
mationen har ett relativt fel som dr mindre dn 1074 Om vi istéillet vill att det relativa felet
skall vara mindre dn 107 sa ger vi féljande kommandot

>> xymin=fminsearch(f, [7,-8],optimset(’TolX’,1e-6))
>> zmin=f (xymin)

Precis som i en variabel sa finns det inget inbyggt kommando fér att bestdmma maximum
av funktioner av flera variabler, utan man far istéllet bestimma minimum av funktionen
—f. Det finns heller inget kommando for att hitta max/min under bivillkor t.ex. éver ett
kompakt omrade eller lings en kurva i xy-planet. Sadana optimeringsproblem kan vi be-
handla pa lite olika satt. Lat oss titta pa nagra exempel.

Exempel. Antag att man vill hitta det storsta och minsta virdet av funktionen f(x,y) =
xsiny + y(cosz — 1) pa omradet —2 < z < 12, —2 < y < 12. Vi borjar med att plotta
funktionens graf pa angivet omrade.
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>> £=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);
>> [X,Y]=meshgrid(-2:0.2:12);
>> surf(X,Y,f(X,Y))

Genom att vrida figuren at olika hall inser vi att det minsta virdet antas nédra punkten
(x,y) = (10,11). Med hjilp av fminsearch kan vi sedan bestdmma minpunkten nérmare.

>> fun=0(x) f(x(1),x(2));
>> xymin=fminsearch(fun, [10,11]), zmin=fun(xymin)

Av den plottade grafen avldser vi ocksa att det storsta viardet pa omradet tycks intréiffa
pa randbiten z = 12 , —2 < y < 12, dar y ~ 2. Ett sdtt att bestimma detta vérde lite
ndrmare ar att bestimma maximum av funktionen h(y) = f(12,y), for 0 < y < 4, med
hjalp av fminbnd.

>> h=0(y) f(12,y)
>> g=0(y) -h(y);
>> ymax=fminbnd(g,0,4), zmax=h(ymax)

Ett annat sédtt att hitta det storsta vardet dr att definiera om funktionen sa att den é&r
lika med 0 utanfér omradet (obs! vi ser ju i den plottade grafen att det minsta vérdet &r
mindre &n 0 och det storsta virdet &r storre dn 0). Detta gor vi enkelt med hjélp av de
logiska operatorerna.

>> g=0(x) -fun(x).*(x(1)>=-2) . *(x(1)<=12) . *(x(2)>=-2) . *(x(2)<=12);
>> xymax=fminsearch(g, [12,2]), zmax=fun(xymax)

Detta sitt fungerar dven bra om omradet inte dr en axelparallell rektangel. O

Exempel. Antag att vi soker det storsta och minsta viardet av samma funktion som i
exemplet ovan dvs. f(z,y) = zsin y+y(cos x—1) fast pa cirkelskivan (z—4)%+(y—4)% < 10.
En plott ger oss forst en uppfattning var max- och minvéardet antas.

>> £=0(x,y) (x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1)).*((x-4).72+(y-4).72<10);
>> [X,Y]=meshgrid(0:0.1:8);Z=£f(X,Y);
>> surf(X,Y,Z2)

Om vi vill kan vi justera denna plott sa att bara funktionsvérdena pa cirkelskivan plottas
(utanfor cirkelskivan, dar funktionen antar vérdet 0, &r ju inte intressant hér) genom att
byta ut de virden i matrisen Z som &r lika med 0 mot vérdet NaN (Not a Number). Matlab

plottar ndmligen inga linjer till sadana véarden.

>> Z(find(Z==0))=NaN; surf(X,Y,Z)
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Vi ser att det minsta vérdet antas da (x,y) =~ (3,5) och det storsta virdet da (z,y) =~ (6, 2).
Foljande kommandon ger sedan béttre approximationer av funktionens minsta resp. storsta
vérde pa cirkelskivan.

>> fun=0(x) f(x(1),x(2));
>> xymin=fminsearch(fun, [4,5]), zmin=fun(xymin)
>> g=0(x) -fun(x);

>> xymax=fminsearch(g, [6,2]), zmax=fun(xymax)
O

Ovanstaende exempel illustrerar hur man kan hitta max/min till funktioner f(x,y) under
ett eller flera bivillkor av typen g(x,y) < 0. Att hitta storsta och minsta virde av f under
bivillkor av typen g(z,y) = 0 dvs ldngs nivakurvor i zy-planet kan vara lite mer komplice-
rat. I foljande exempel beskrivs tre olika metoder som ev kan anvéndas pa sadana problem.

Exempel. Antag att vi soker det storsta och minsta funktionsvérdet som funktionen
f(x,y) = zsiny+y(cosx — 1) antar pa cirkeln (z —4)2+ (y —4)? = 10. Vi kan askadliggora
problemet grafiskt genom att bara plotta de funktionsvirden som hor till punkter (z,y) pa
cirkeln dvs. plotta kurvan {(z,y, z) € R®: (z—4)?+(y—4)* = 10,2 = zsiny+y(cosz—1)}.
Detta kan vi astadkomma med féljande kommandon.

>> £=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);

>> g=0(x,y) (x-4).72+(y-4)."2;

>> [X,Y]=meshgrid(0:0.1:8); Z=g(X,Y);

>> g=contour(X,Y,Z,[10,10]);

>> g=q(:,[2:1length(q)]); x=q(1,:); y=q(2,:);
>> z=f(x,y); plot3(x,y,z)

En grov approximation av det storsta resp. minsta virdet kan vi naturligtvis fa genom
att vélja ut det storsta resp. minsta virdet ur vektorn z (enligt den metod som beskrivs i
borjan av detta avsnitt).

>> zmax=max(z), zmin=min(z)

Som papekats ovan sa ar detta ingen bra metod, men ger en foérsta grov uppskattning av
funktionens storsta och minsta véarde pa cirkeln. Om man vill fa en béttre approximation
sa finns lite olika mojligheter. Antingen kan man formulera om problemet med hjilp av
Lagrange multiplikatormetod (eller likande metoder). Da far man ett ekvationssystem som
sedan kan l6sas pa det sétt som beskrivs i avsnitt 2.1 eller 2.3. I detta fall vill vi bestdmma
storsta och minsta virde pa funktionen f(x,y) = xsiny + y(cosz — 1) under bivillkoret
(x —4)? + (y — 4)? = 10. Detta leder till ekvationssytemet

siny —ysinx —A-2(x —4) =0
xcosy+coszr—1—XN-2(y—4)=0
(2~ 47 + (y — 4)2 = 10
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For att fa en uppfattning om ev. 16sningar till ekvationssystemet sa plottar vi de delar av
ekvationssystemets nivaytor som ligger i omradet 0 <z <8 0<y <8 —4<)A<4

>> e1=0(x,y,z) sin(y)-y.*sin(x)-z.*2.*(x-4);
>> e2=0(x,y,z) x.*cos(y)+cos(x)-1-z.*%2.x(y-4);
>> e3=0(x,y,z) (x-4).72+(y-4).72;

>> [X,Y,Z]=meshgrid(0:0.3:8,0:0.3:8,-4:0.3:4);
>> isosurface(X,Y,Z,e1(X,Y,Z),0)

>> isosurface(X,Y,Z,e2(X,Y,Z)+5,5)

>> isosurface(X,Y,Z,e3(X,Y,Z),10)

Vi ser att systemet verkar ha fyra losningar nira punkterna (6,2,0),(7,4,0), (6,6, 1) resp.
(3,7,0). Detta stimmer dven bra in pa den tidigare plotten, da vi plottade funktionsvirdena
utefter cirkeln (z—4)2+(y—4)? = 10. Fér att bestimma 16sningarna mer exakt sa anvinder
vi kommandot 1sgnonlin

>> e=0(x) [el(x(1),x(2),x(3)),
e2(x(1),x(2),x(3)),
e3(x(1),x(2),x(3))-10]

>> 1lsqgnonlin(e, [6,2,0])

>> lsqnonlin(e, [7,5,-1])

>> 1sqgnonlin(e, [6,7,1])

>> lsqnonlin(e, [3,7,0])

Ett annat séitt att hitta min/max av funktionen f(x,y) = xsiny + y(cosx — 1) pa cirkeln
(r — 4)? + (y — 4)* = 10 &r att parametrisera cirkeln och sedan substituera uttrycken
for x och y i uttrycket for f. Da overgar problemet i att hitta storsta och minsta vérde
av en funktion av en variabel (utan nagra bivillkor). Om vi t.ex. parametriserar cirkeln
enl. x = 4 + \/ﬁcost,y = 4 4+ /10sint , 0 <t < 27, sa studerar vi foljdaktligen
funktionen g(t) = f(4 ++/10cost,4 ++/10sint) = (4 + /10 cost) sin (4 + /10sint) + (4 +
V10sint)(cos (4 + v/10cost) — 1) for 0 < ¢ < 2. Minsta virdet far vi sedan med féljande
kommandon.

>> £=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);

>> x=0(t) 4+sqrt(10)*cos(t); y=@(t) 4+sqrt(10)*sin(t);
>> fun=0(t) f(x(t),y(t));

>> tmin=fminbnd (fun,0,2*pi)

>> xmin=x(tmin), ymin=y(tmin), zmin=fun(tmin)

O

Kommandona fminbnd och fminsearch som beskrivits ovan anviander bada en sk. sim-
plexmetod for att hitta minimum.
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2.4.1 Ovningar

2.4.1 Anvind Matlab for att bestdmma storsta och minsta vérde for funktionen f(x,y) =
(22 +y)e ™Y 4+ 21/10 ver cirkelomradet 2+ y? < 4. Plotta fiven funktionens graf
6ver detta omrade.

2.4.2 Anvind Matlab for att bestimma storsta och minsta vérde for funktionen f(x,y) =
22 —zy +y? — 2 —y + 1 6ver omradet D som utgores av triangelytan med horn i

punkterna (0, 1), (0, —1) och (2,0). Plotta &ven funktionens graf pa omradet.

2.4.3 Bestdm storsta och minsta viirdet for funktionen f(x,y) = (2 +y)? under bivillkoret
2242y? = 1, enligt de tre siitt som finns beskrivet i det avslutande exemplet ovan. Gor
forst en grov uppskattning genom att plotta den kurva som bestar av punkter (x, y, 2)
som ir sadana att x,y tillhér cirkeln 22 + 2y? = 1 och z antar funktionsviirdena z =
f(z,y). Los sedan problemet mer exakt m.h.a. Lagrange multiplikatormetod. Stall for
hand upp det ekvationssytem som metoden beskriver och 16s sedan detta med hjalp
av kommandot lsqnonlin. Avslutningsvis 16s problemet genom att parametrisera
cirkeln 2% 4 2% = 1.
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