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For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poéng pa godkintdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 kridvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 kridvs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar.
For godkéant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se niista blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Bestam storsta och minsta virde av funktionen f(z,y,z) = 2z + z pa skirningskurvan
mellan cylindern 2% + 42 = 8 och planet z +y + 2z = 1.

Losning: Infor Lagrangemultiplikatorer och fa att man ska leta efter kritiska punkter till
L(l’»y,Za)\,M) = 2‘T+Z+A(ZC2 +y2 _8) +M<«'L’+y+2— 1)

Sétt de fem partiella derivatorna till 0. Den partiella derivatan map z ger oss att yu = —1.
De partiella derivatorna map x och y ger oss da att 2zA = —1 och 2yA = 1 och av detta
ser vi att A # 0 och att = —y. Bivillkoret 22 + 4> = 8 ger nu z = 2,y = —2 eller
xr = —2,y = 2. Det andra bivillkoret ger nu z = 1. Det minsta vérdet av 2x + z under
bivillkoren &r alltsa —3 och det storsta dr 5.

7. Tva parallella plan skér en sfir. Visa att arean av den del av sfiren som ligger mellan
planen endast beror pa sfiarens radie och avstandet mellan planen.



Losning. Lat S vara den delyta av sfiren som ligger mellan de tva planen. Vi kan uppen-
barligen fritt anta att de tva planen &r parallella med xy-planet, dvs att de ges av z = zg

och z = z1, z9g < z1. Vi soker
/ / ds.
S

Om sfidren har radie R ges en parametrisering av S av x = Rsin¢cosf, y = Rsin ¢sin6,
z = Rcos¢p med 0 < 0 < 27 och arccos(z1/R) < ¢ < arccos(zg/R). Areaelementet dr
dS = R?sin ¢ dpdh, sa

arccos(zo/R)
// ds = 27TR2/ sin pdp = 27 R(z1 — 20).
S arccos(z1/R)

Detta uttryck beror bara av skillnaden mellan zy och z1.

. Formulera foljande satser (beteckningar skall forklaras och forutsiattningar/villkor skall
anges);

(a) Greens sats

(b) Gauss sats (divergenssatsen)

(c) Stokes sats

Losning: Vi borjar med Stokes sats. Lat S vara en glatt yta i rummet som har kontinuerlig
enhetsnormal N(z,y, 2), (x,y,2) € S och glatt randkurva C orienterad moturs sedd fran
spetsen av normalen. Da séger Stokes sats att for ett glatt filt F,

?{C Fedr = / /S (V x F)sNdS.

Greens sats ér specialfallet nér ytan ligger i xy-planet och normalen &r k = (0,0, 1). Vi far

da 0F, OF
- 2 0l
j{CF-dr B //s ( ox oy )dA'

Gauss sats séiger att om R dr en kropp i rummet och § dess randyta férsedd med en
utatriktad styckvis glatt enhetsnormal N géller

/ /S F.NdS = / / /R VeFdV.

Lycka till!
Johan Jonasson
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Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(z) cos(y) = %(cos(m —y) +cos(z +y))

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(x) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(x +y))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

tan(z +y) =

Integralkatalog
o+l 1
x®dz = +C , a#-1 —dx = Injz|+C
a+1 T
/sina:dx = —cosz+C /cosa:dx = sinz+C
1 1
/ 5 dxr = tanz +C / — dx = —cotz+C
cos?x sin’x
/e‘”d;v = &4+ C /amd;ﬂ = lz—a+0,0<a7é1
1 1 !
/mdx = Earctang—&—(;’ , a#0 /J;((;E; dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdm = arcsin%+0,a>0 /\/a—xzdgc = 5:1: a—m2+garcsin%+0,a>0
1 1
/\/TTda: = Injlz++vVa2+4+al+C , a#0 /\/x2+ada: = §(xx/x2+a—|—aln|x+\/x2+a|)+C
2 +a
Maclaurinutvecklingar
. 2z z? 28
e = ZH = ltzt gt
k=0
o 2k—1 3 5 7
- S _ e T
sin x = I;( 1) e T =g + T +...
o 2% 2 4 6
_ _1)k" -
cos T = kZ( 1) 28! = 1 51 + T +...
=0
o« =/ « & _ ala—1) , a) _ aa—-1)...(a—k+1)
(1+2) = ,;( k)x = 1—|—ozx—|—72! 4., <1, )= Rh—1). 1
oo k 2 3 4
In(l+z) = Z(—l)’““‘% = a:—%—!—%—%—k... , —l<z<1
k=1
oo 2k—1 3 5 7
¢ — S L N <1
arctan x k:1( ) 5h 1 z-3 + 3 - + , lx) <

Ovrigt

_ ffo zp(z,y, z) dedydz

, analogt for yr, zr.

Masscentrum (z7, yr, z7) for Q ges av zp =

p(x,y, z) dr densiteten.

fffg p(z,y, z) dedydz



Anonym kod sid.nummer | Podng
TMAO043 Flervariabelanalys E2 2012-01-11
Godkéntdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 1osningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Ge en intuitiv beskrivning av begreppet grdinsvdrde for funktioner av tva variabler. (2p)
Losning: Att lim, )4 f(2,y) = L betyder att f(z,y) &r godtyckligt néra L sa fort (x,y)
ar tillrackligt néra (a,b).
(b) Bestim ekvationer for tangentplanet och normallinjen till funktionsytan z = 2%y — 2y + 5
i punkten (1, 3, 2). (3p)
Lésning: Ytan kan ses som nivaytan till f(x,y, 2) = 22y — 2y — z genom (1, 3,2). Gradienten
Vf(1,3,2) dr alltsd normalvektor till tangentytan och riktningsvektor till normallinjen. Vi
har Vf = (2zy, 2% — 2,—1) sa Vf(1,3,2) = (6,1, —1). Tangentplanet ges alltsa av
6r—y—2=D
dir D bestéms av att tangentplanet gar genom (1,3, 2), dvs D = 6-1—3—2 = 1. Tangentplanet
ar alltsa
6r —y—z=1.
Normallinjen ges (pa parameterform) av
(xvyv Z) = (17 37 2) + t(67 _]-7 _1)1 teR.
(c) Antag att en partikels position i xy-planet vid en tidpunkt ¢ ges av r = t3i + tj. Skissa
partikelns rorelsebana for —1 < ¢t < 1 och ange partikelns fart vid varje tidpunkt ¢ under
detta tidsintervall. Ndr har partikeln ligst fart? (3p)
Lésning: Hastigheten ér r/(t) = (3t2,1) varfor farten dr +/1 + 9¢%. Légst dr farten alltsa da
t=0.
Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.
2. Lat f(z,y) = 6xy — 22% — 3y? och 1at ) vara det kvadratiska omradet 0 <z < 2,0 <y < 2.
(a) Bestdm alla kritiska punkter till f(z,y). (2p)
(b) Bestdm det storsta virde som f(z,y) antar pa randen av omradet (2. (3p)
(c) Bestédm det storsta virdet som f(z,y) antar pa omradet . (1p)

Lésning: Vi har att Vf = (6y — 622,62 — 6y). Sitt denna till 0 och fi y = x = 2%. Detta ger
x =y = 1eller x =y = 0. De kritiska punkterna ér alltsa (1,1) och (0,0).

Randen bestar av omradena x =0ochx =2,0<y <2,ochy=00chy=2,0<2x <2.Vihar att
F(0,y) = =3y%, f(2,y) =12y —3y* —16 = —4— (y — 2)?, f(2,0) = =223, f(x,2) = 122 — 223 — 12.
Inget av dessa uttryck overstiger 0 pa aktuellt omrade. Detta &r uppenbart for alla utom det sista
uttrycket. Genom att sitta derivatan av det uttrycket till 0 ser vi att det maximeras da z = /2
och blir da 8v/2 — 12 < 0. Eftersom f(0,0) = 0 ser vi att 0 &ir funktionens storsta virde pa randen.

Eftersom f(1,1) = 1 maste 1 vara funktionens storsta virde.
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Godkéantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats(endast
losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat D vara triangelomrédet med horn i (0,0),(0,1) och (1,1). Avgdér om den generaliserade
integralen / / dxdy #r konvergent eller divergent. (3p)

Jf _/1;2”;@)@
2 G

Integralen ér alltsa konvergent, med vérde 4/3.

Losning.

(b) Beriikna massan av den kropp K som begrinsas av xy-planet och paraboloiden z = 2—x2 —y?,
och som bestar av ett material med densiteten (x,y, 2) = 2z (3p)

Losning: Man ska beréikna [ [} z dedydz.

2 2
4

/// zda:ddeZ/ z(// da:dy)dz=7r/ z(2—z)dz:—7r.
K 0 (z,y)x?+y?<2—=z 0 3

Till féljande uppgifter skall fullstindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

4. Lat C vara cirkelbagen 22 + y* = 4,2 > 0,y > 0 orienterad moturs (dvs. fran (2,0) till (0,2)).

(a) Beriikna kurvintegralen /f(a:, y)ds , dir f(z,y) =2z +y. (3p)
c

(b) Beriikna kurvintegralen / Fedr , dir F = 221 + yj (3p)
c

Lésning: Kurvan C parametriseras av r(t) = (2cost, 2sint), 0 <t < w/2. Saledes giller ds = 2dt,
varfor

/2
/ (2x 4+ y)ds = 2/ (4cost + 2sint)dt = 12.
c 0

Vi har ocksé att dr = (—2sintdt,2costdt), sa att F(t)edr = (4cost,2sint)e(—2sint,2cost) dt =
—4sintcostdt = —2sin 2t dt. Saledes

/2
/ Fedr = —2/ sin 2t dt = —
c 0

5. (a) Vilken typ av andragradsyta beskrivs av parametriseringen

T =rcosf
y=rsingd [ r>0,0<0<2n (1p)
z=r
(b) Avgér om hastighetsfiltet F = 2221 + 2yzj + (22 + y?)k ar virvelfritt och/eller killfritt i R3 (2p)
(c) Beriikna flsdet av hastighetsfiltet i deluppgift (b) nedat (dvs. i negativ 2-led) genom den del (3p)

S av ytan i deluppgift (a) ddr 0 <r <1



Lésning: Den beskrivna ytan dr en en kon med apex (dvs spets) i origo och utbredning ovanfor
zy-planet. I (b) har vi VoF = 4z och V x F = (2y — 2y, 2z — 2x,2z — 2z) = 0. Filtet &r alltsa
virvelfritt, men inte kallfritt.

Slutligen soker vi [, S F.NdS dir N #r en nedatriktad enhetsnormal till ytan i (a). Vi har NdS =
—(cos8,sin6,1)x(—rsinf,rcosf,0) drdd = (rcosf,rsind, —r) drdd och F(z(r,8),y(r,0), z(r,0)) =
(2r2 cos 6,212 sin 0, 7?), s& att

1 2
// F.NdS = / / (2r® cos? O + 213 sin? 0 — ) dOdr = T
s o Jo 2



