Losningsforslag till tentamen
TMAO043 Flervariabelanalys E2

2013-01-16 kl. 8.30-12.30

Examinator: Johan Jonasson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Adam Andersson, telefon: 0703 088 304

Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fra n kurswebbsidan, ej rdknedosa

For godkédnt pa tentan kridvs antingen 25 podng pa godkintdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna dr godkédnda
var for sig. For godkint pa del 1 krdvs minst 10 podng, for godként pa del 2 krivs 13 podng. Erhallen poing pa nagon av
delarna fa r ersidtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisa r. For godként pa kursen skall
ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 kridvs dessutom 33 resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens alla
delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat
meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Férsta granskningstillfdlle meddelas pa kurswebbsidan, efter detta
sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkintdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se nésta blad

Godkéntdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka podng fra n godkint och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan poing
pa denna del riknas in for att na godkéantgransen. Normalt kriavs for podng pa uppgift att man redovisat en fullstindig

l6sningsgang, som i princip lett, eller &tminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Visa att man med variabelbytet £ = x , n = 2x — t kan omvandla differentialekvationen;

ou Ju
4927 1
97 + 5 = % +t (1)
till differentialekvationen;
O g )
o — >

Anvind sedan denna omskrivningen for att bestdmma den allménna l6sningen till (1).

Lo6sning: Vi har;
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som insatt i (1) ger (2). Integrerar vi bada led i (2) m.a.p. ¢ sa far vi;

3
w= 56—+ f(n)
for nagon funktion f, sa;

Svar: Alla losningarna till (1) har formen u(z,t) = 32 —2(2z —t)+ f(2z —t), for ndgon deriverbar

funktion f.



7. Lat C. vara skiirningskurvan mellan sfiren 22 +y2 + 22 = €2 (d4r € dr ett fixt positivt tal) och planet

z+y+ 2z =0, orienterad medurs sett uppifra n. Beréikna cirkulationen | ¢ Fedr av hastighetsfiltet
F = yi+ zj + «k runt C.. Berdkna speciellt gransvérdet;

1
lim — / Fedr
e—0t TE C.
Losning: Kurvan C. dr randkurva till en cirkelskiva S i planet x + y + z = 0, med centrum i origo
och radie €. Vi har;

i j k
curlF=| & & & |=—(i+j+k)
Y z T

och C. har positiv orientering m.a.p. den nedatriktade normalen till ytan S, dvs.

N:—%(i+j+k)

sa Stokes Sats ger att;

/ Fedr = // curl FeN dS = ﬁ// dS = \/3me?
CE SE SE

Speciellt fa r vi att;

. Antag att f(z,y,2) ér differentierbar i en punkt (a,b,c) och att Vf(a,b,c) # 0. Visa da att
V f(a,b,c) dr en normalvektor till nivaytan f(x,y, z) = C genom (a, b, ¢).

Bevis: Antag att r = z(t)i + y(t)j + z(t)k,t € I &r parametrisering av en kurva genom (a, b, c)
som ligger helt i nivaytan f(x,y,z) = C genom (a,b,c). Det finns da nagot ty € I sadant att
r(to) = (a,b,¢) och

flz(),y(t), 2(t) = f(a,b,c) , forallatel

Deriverar vi bada led i denna identitet m.a.p. ¢ sa ger kedjeregeln att;

fula(®),y (@), 2(0)a' () + fa(a(t), y (1), 2(0)y' () + fa(2(t), y(t), 2(£))2'(t) = O

dvs. Vf(r(t))sr’'(t) = 0. Speciellt med t = ¢y fa r vi att Vf(a,b,c)sr'(ty) = 0 Eftersom r’(to) &r
en tangentvektor till kurvan sa foljer att V f(a, b, ¢) dr vinkelrit mot kurvan i (a, b, ¢). Detta géller
for alla kurvor genom (a, b, ¢) som ligger helt i nivaytan genom (a,b,c) sa V f(a,b,c) maste vara
vinkelrdt mot nivaytan genom (a, b, ¢), vilket skulle bevisas.

(6p)

(6p)
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Godkintdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
> +y? ,da oz Ay

(a) I vilka punkter (a,b) € R? #ir f(z,y) = { 9

. konti lig.
- da z=y ontinuerlig

(motivera ditt svar!)

Svar och motivering: f(z,y) ér uppenbarligen kontinuerlig i alla punkter (a,b) sadana att
a # b. Eftersom
2?2 +y* = 2d® och 2? = a?, da (z,9) — (a,a)

och 2a? = a? endast da a = 0 sa foljer ocksa att f(x,y) dr kontinuerlig i origo, men diskonti-
nuerlig i 6vriga punkter pa linjen y = x.

(b) Parametrisera skiirningskurvan mellan planet 2 +y = 1 och paraboloiden z = x? +y%. Bestdm
#ven en tangentvektor v till skérningskurvan i punkten (2, —1,5).

Lésning: Med x =t farviy = 1—2 = 1—t och déirmed z = 22 +9? = t2+(1—1)? = 2t -2t +1
sdr=ti+(1—t)j+ (2> =2t + 1)k, —00 < t < 00 #r en parametrisering av skiirningskurvan.
Punkten (2,—1,5) motsvaras da av parameterviirdet ¢ = 2. Hastighetsvektorn ger oss sedan
en tangentvektor. Vi har;

r'(t)=1i—-j+ (4t —2)k
och speciellt '(2) =1i—j + 6k
Svar: Teex.r =ti+ (1 —t)j+ (2t> =2t + 1)k , —00 <t < 00 och v =1i— j + 6k.

(c) Bestdm Jacobimatrisen f’(z,y) till den funktion fran R? till R? som ges av f(z,y) = (vy, 22 +
y?). Beriikna speciellt /(2,1) och anviind bl.a. denna matris for att bestimma ett approxima-
tivt varde pa £(2.1,0.8).

4 2

R AR N FIEAR

1 2
4 2

Loésning: Vi har f'(z,y) = [ 2% 22 } och speciellt f'(2,1) = { L2 }

Svar: f'(2,1) = [ ] och £(2.1,0.8) = (1.7,5)

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Anvind Lagrange multiplikatormetod for att bestdmma det kortaste och ldngsta avsta ndet fra n
punkten (1,—2,2) till sfiren 22 +y2 + 22 =1
Losning: Av geometriska skél dr det uppenbart att det finns precis tva punkter pa sfaren som ger
det kortaste respektive lingsta avstandet till (1,—2,2). Avstandet fran (1,—2,2) till en godtycklig
punkt (z,y, 2) pa sfiren ges av;

d=+(z—1)2+ (y+2)2 + (= — 2)2

For enkelhets skull studerar vi d? istillet (vilket antar sitt stérsta och minsta virde i samma
punkter). For att bestimma dess storsta virde under bivillkoret 22 + y? + 22 = 1 undersoker vi
kritiska punkter till Lagrangefunktionen;

(2p)

(3p)



Vi far; oL X
e ey ity
5, ' T
2 =2(z-2)+222=0 & 2=
g—i—m2+y2+z2—l—0

Ersiitter vi z,y, z 1 den sista ekvationen med motsvarande uttryck i A (frd n de tre forsta ekvatio-

nerna) far vi;
1 \? -2 \? 2 \?
1=
<1+>\> +<1+A) +<1+A) 0

1

A = 2 ger punkten (%7 —%, %) och avstandet d = \/(—§)2 + (%)2 + (—%)2 =2
2 2

Svar: Det kortaste avstandet dr 2 och det ldngsta ar 4.
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Godkintdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Ange sambandet mellan Cartesiska och sfiriska koordinater. Beskriv sedan i sfiriska koordina-
ter det omrade 2 som i Cartesiska koordinater bestims av att /22 + y2 < z och 22+y%+2%2 < 4

Losning/Svar:
x = psin ¢ cos .
y = psin¢sin b och Q:0§p§2,0§¢51,0§0§2w

z = pcosf

(b) Berikna trippelintegralen / / / rydV, dir K dr det omrade i R® som begriinsas
K

av koordinatplanen x = 0,y = 0,z = 0, samt planen z =1 —x och y = 1.

[l v = [ (L (L o) o) -
/01 (/ley(lx)dy> da = ;/le(lx)dl’; BxQ ;,“’”3]: - %

Svar: 1/12

Lésning:

Till foljande uppgifter skall fullstindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper. Moti-
vera och forklara sa vil du kan.

4. Betrakta vektorfiltet F = 431 — 23j och 14t C vara cirkeln 2 4 y? = 2 orienterad medurs.

(a) Ilustrera hur vektorfiltet F varierar utefter kurvan C genom att skissa vektorfiltspilar (som
indikerar vektorfiiltets storlek och riktning) i 8 punkter pa cirkeln.

Losning:
(b) Beriikna kurvintegralen / Fedr = / yide — z3dy
c c

Losning: Greens formel ger att;

/CF-dr = —/_C Fedr = —//D (i(—:ﬁ) — aay(y?’)) drdy = //D(3x2 + 3y?) dedy

dir D ar cirkelskivan 22 + y2 < 2. Polér substitution ger sedan att;

2 2 o v 2 L 4 V2
(32° 4 3y*) dedy = 3 r°-rdr | df=6n yd =67
D 0 0 0

Svar: 67

(3p)

(3p)

(2p)

(4p)



5. Lat S vara den yta som parametriseras avr = (u+v)i+ (u —v)j+uvk , 0 <u<2,0<v <2.

(a) Ange en normalvektor N till ytan S i punkten (2,0, 1)

Losning: g—; och % ar tangentvektorer till ytan sa deras vektorprodukt ger en normalvektor;
ik
Or Or v
—x—=1 1 v |=@Ww+v)i—-(u—v)j—2k
ou Ov 1 -1 w

Punkten (2,0, 1) motsvaras av parameterviirdena u = 1 och v = 1 sa en normalvektor till ytan
i den punkten &r;

Svar: T.ex. N = 2i — 2k

(b) Beriikna storleken pa flddet av hastighetsfiltet F = (x 4+ y)i + (z — y)j + 22k genom ytan S.

Lésning: Uttryckt i parametrarna u och v dr F = 2ui + 2vj + 2uvk s om vi séitter D : 0 <
u < 2,0 <wv < 2och later N beteckna de nedatriktade enhetsnormalerna till ytan, sa foljer av

kalkylerna i (a) att;
o Or Or
F.N = Fe[ — x — =
//s ds //D <8u X (%) dudv)

_ / /D (2u(u+ v) — 20(u — v) — duv) dudv =

—2/02 (/02(uv)2 du) dv—?/: B(uu)S]Zdv—

Svar: 16/3

(3p)

(3p)



