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For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéint pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 3

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-8 se sidor 4-5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

9. Lat F: R?2 — R? vara ett 6verallt definierat vektorfilt.

(a) Lat €; och €, vara tva kurvor som borjar i en punkt P; och slutar i en punkt P.
Anviand Greens sats for att berakna skillnaden f¢1 F-dr — fQF -dr 1 termer av
dubbelintegraler.

(b) Anvénd ovanstdende observation och lampliga identiteter for att bevisa att om F &r
konservativt, sa ar arbetsintegralen oberoende av vig.
Losning:
(a) Eftersom kurvan €; — €, &r en sluten kurva (dér notationen betyder att jag forst
gar langs € fran borjan till slut, och sen tillbaka langs €o, sdger Greens sats att detta
ar en dubbelintegral 6ver det inre R. Mer precist ar

/ Fodr—/ @—@dxdy.
¢1—Cy r Oz dy

(b) Antag att F = V¢ for nagon potential ¢(z,y). Eftersom curlF e k = % — 88%,

foljer det bland annat fran 10c. Detta foljer i sin tur fran att blandade derivator
kommuterar.

(4p)

(2p)



10.

11.

Lat f : R? — R vara en funktion.

(a) Formulera definitionen av differentierbarhet for f(z,y) i en punkt (a,b).
(b) Visa att om f(x,y) &r differentierbar i (a,b) sa &r f(z,y) kontinuerlig i (a, b).

(c) Betrakta vektorfiltet V f som ett vektorfilt R3 — R3 genom att sitta z-komponenten
till noll. Visa att curlVf =V x (Vf) = 0.

L&sning: Se boken.

Lat K vara en kon i R3: Basen till konen #r ett omrade A iz =0 och P € R? &r spetsen
till konen, s& K ges av alla punkter pa alla linjer som dras mellan P och A. Bevisa med
hjalp av lampliga verktyg fran kursen att volymen till K &r Area(A)*Hojden/3.

Tips: Det kan vara véart att borja med ett specialfall (ger 2 poang).

Losning: Ett specialfall dr nar basen ar en rektangel. Med lamplig parametrisering kan man
sen visa att formeln stdmmer i det fallet. Man kan sedan argumentera for att godtyckliga
koner 6ver A kan approximeras med summor av koner over de omraden vi valt.

Ett mer allmént fall: Lat oss skriva a = Area(A). Lat P motsvara punkten (0,0, H); vi
forlorar ingen generalitet genom att anta att spetsen ligger i origo i xy-planet. Lat S(z)
beteckna varje slice av konen vid ett visst z-vérde. Lat ag(z) beteckna arean pa S(z). Vi
vet att foljande randvirden maste vara uppfyllda:

eftersom vid z = 0 maste arean pa slicen sammanfalla med den givna arean a pé basen,
och vid z = H, dvs i spetsen, maste arean vara noll. Dessutom vet vi att areor alltid
skalar kvadratiskt med avstandet, dvs arean ag(z) maste vara proportionell mot a och ha
ett kvadratiskt beroende pa z. Kombinerar vi dessa observationer sa drar vi slutsatsen att

arean pa varje slice maste vara
H-2\>
ag(z) = i a.

Volymen av K kan nu berédknas med trippelintegralen:

vol(K):///KdV:/OHdz//S(z)dA:/OHaS(z)dz

(6p)



Formelblad fér TMA044 och MVE085, 15/16

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(z) cos(y) = %(cos(m —y) +cos(z +y))

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

tan(z +y) =

Integralkatalog
o+t 1
x® dx = +C , a#-1 —dx = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C /,2 dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = li—a+C’,O<a7é1
1 1 !
/mdx = aarctang—kC,a;éO /?((;))dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/\/Tde = Injlz+V22+a|+C , a#0 /\/x2+adx = §(x\/x2+a+aln|a:+\/a?2+a|)+C
2 +a
Maclaurinutvecklingar
- >z 2 ad
€ = ];)ﬁ = 1+$+§+§+
o0 2k—1 3 5 7
o _ B Y T
sinx = ];( 1) =1 T + T +...
o0 2k 2 4 6
; _ _1)k _ r,or T
cos x = kz:( 1) k)] = o1 + T +
=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
1+z) = ;(k)w = ltost+t——F—2 "+, o<1, | K(k—1)...1
=0
o0 2 3 4
In(1 - _p)kHt? T l<z<i1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
o0 2k—1 3 5 7
- S o N <1
arctan kzzjl( ) 5% 1 z-3 + 3 - + , lzl <

Ovrigt

_ fffﬂ x,o(x, Y, Z) drdydz

, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz
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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa separat skrivpapper.

(a) Ange om féljande pastaende om en godtycklig funktion f : R? — R ir sant eller falskt.

(0.5p)
Pastaende: De inre punkterna (interioren) av en sluten boll dr sluten
Svar: Falskt (interioren till en sluten mangd dr oppen)
Lat f : R? — R vara en differentierbar funktion. Vilket eller vilka av féljande pasta-
enden dr sanna? Ni far ringa in max tre alternativ (bokstéver); for fler 4n tre angivna
alternativ blir det 0 poédng. Varje ratt svar ger 0.5p. (1.5p)

A Om f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning till (a,b), s& ar f
differentierbar i (a,b).

Om f:s partiella derivator existerar i (a,b), sa ar f differentierbar i (a,b).
Gradienten kan ses som en flervariabel analog till derivatan av en funktion f(z).
Hessianen kan ses som en flervariabel analog till derivatan av en funktion f(z).

HOQW®

Om U ér en 6ppen mingd och begriansad mingd i R?, sa existerar nodvindigtvis
globalt max i U.
F Om U ir en sluten méngd och begrinsad mingd i R?, sa existerar nodvindigtvis
globalt max i U.
G Om U #r en begrinsad mingd i R?, sa existerar nodvindigtvis globalt max i U.
Svar: Rdtt svar dr A, C, F

Lat f(z,y,2) = sin(zy) + cos(y) — xz. Bestdm tangentplanet till ytan f(z,y,2) =0
i punkten (0,7/2,1) och bestdm riktningsderivatan D, f till f i samma punkt och
riktningen u = (1,0,0). (3p)

Losning: Tangentplanets ekvation ges av Vf(0,7/2,1) - (z — 0,y — /2,2 —1) = 0.
Hér ar Vf = (ycos(zy) — z,x cos(xy) — sin(y), —z). Alltsa ar

Vf0,7/2,1) = (/2 -1,-1,0).
Foljdaktligen blir ekvationen for tangentplanet
(r/2—-1zx—(y—7/2)—0-(2—1)=0.

Med lite omskrivning far vi att tangentplanet ges av (7/2 —1)x —y = —n/2. Slutligen
har vi att riktningsderivatan D, f(0,7/2,1) ges av uttrycket

Do f(0,7/2,1) = u-Vf(0,7/2,1) = (1,0,0)-(r/2—1, —1,0) = (7/2—1)+0+0 = 7/2—1.



(d) Bestdm gransvirdet

li in(h+k)/In(1+h+ k).
o dmsin(h 4 k)/In(1+ b+ k)

Tips: Gor en forsta ordningens Taylor-utveckling av sin(h + k) och In(1 + h + k).
Losning: Forsta ordningens Taylorutvecklingar av sin(xz) runt 0 ges av x, och for
In(1 + x) av x. Sen har vi att sin(z) = = + p(x), dar p(x) &r ett fel som &r mindre

dn x, och pa samma sétt In(1 4+ x) = x + o(x). Mer precist &ar limz_,0 p(x)/z = 0 och
lim, 0 o(x)/x = 0. Insdttning med x = h + k, ger alltsa att

. h+k -+ p(h + k)
sin(h+k)/In(1+h+k)= kol k)

Om vi delar med h+k i tiljare och ndmnare far vi (1 + p(h + k)/(h+ k)) /(L +o(h+ k)/(h + k)) .
P& grund av uppskattningarna for p(x)/x och o(x)/x, far vi att de termerna gar mot

noll da (h, k) — (0,0). Alltsa &r gransvardet 1. Man far full podng d&ven om man inte

gjort uppskattningar.

Till fé6ljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Anvind Lagranges metod for att bestdmma minsta avstandet fran kurvan
g(x,y) = z* — y* = 0 till punkten (0, 2).
Tips: Funktionen r = \/x? + y2 dr minimal pa ett omrade exakt nir f(x,y) = x? + y? dr
manimal.
Losning: Vi vill alltsd minimera funktionen /22 + (y — 2)2 med bivillkoret 2% — y* = 0.
Om vi anvénder tipset, ser vi att vi kan beskriva Lagranges metod som att vi eftersoker

kritiska punkter for
L(z,y,\) = 2° + (y — 2)° + Ag(z,y).

Detta motsvarar ekvationerna

(a) % =21 + Ma? = 0.

(b) 2L = 2(y —2) — My* = 0

(c) %:x4—y4:0.

Fran ekvation 3 ser vi direkt att = y eller = —y, speciellt &r 2> = y2. I ekvation 1 &r
endera x = 0, vilket inte dr kompatibelt med de andra ekvationerna, eller sa ar 1+ Az = 0,
dvs. A\ = —1/22% = —1/2y2. Insittning av detta i ekvation 2 ger ekvationen (y—2)+y = 0,
dvs. y = 1. Eftersom = = +y far vi tvA mdjliga minpunkter, (1,1) och (—1,1). Bada dessa
har avstand v/12 + 12 = /2 till punkten (0, 2).
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 5-6 nedan racker det med kortare 16sningsskiss men for uppgift 7-8 skall
fullstdndiga l6sningar redovisas. Motivera och forklara sa vil du kan. Alla 16sningar
anges pa separat skrivpapper.

3. (a) Lat D vara ett omrade i R3. Vilka pastaenden nedan &r sanna om de sfiriska koordi-
naterna (p, 0, p)? Varje ratt svar ger 0.5p. Du far max ange 2 alternativ; vid fler &n 2 (1p)
angivna alternativ blir det Op. Det rdcker att ange svar; ingen motivering behovs hdr.
A dV = p?dpdf dy
B dV = p? sinpdpdf dy
CcCo<o<m
DO0<e<m
E —co<p<oo

Svar: Rditt svar dr B, D.

4. Lat F vara en konservativ kraft med potential ¢ definierad pa en 6ppen sammanhéingande
domédn D i zy-planet. Vilka av foljande pastaenden stdmmer for F? Varje riatt svar ger (1p)
0.5p. Du far max ange 2 alternativ; vid fler &n 2 angivna alternativ blir det Op. Det rdicker
att ange svar; ingen motivering behévs hdr.

(a) A Eftersom F ar konservativ s maste linjeintegralen éver alla kurvor i D som sam-
manbinder tva godtyckliga punkter i D att férsvinna.

Arbetet som F utrdttar langs en sluten kurva i D &r noll.
Ekvipotentialkurvorna till F &r alla vinkelrdta mot faltlinjerna.
Vektorn Vo(z,y) ar vinkelrat mot vektorn F(x,y) i punkten (z,y).

HO QW

Potentialerna ¢ och ¢ + ¢, dar ¢ ar en godtycklig funktion, motsvarar samma
vektorfalt.

Svar: Rdtt svar dr B, C.

5. (a) Rita upp integrationsregionen i integralen I = fol fjx dydzx, och adndra integrations-
ordningen sa att I skrivs som en integral 6ver dzdy istéllet. (2p)

Tips: Nar du byter ordning kommer I skrivas som summan av tva separata integraler.

Losning. Integrationsregionen ser ut som pa bilden:

Nér vi dndrar integrationsordning blir granserna for y-variabeln: 0 < y < 2. Dock
kommer grinserna for z-variabeln att vara olika mellan 0 < y < 1 och 1 <y < 2.
Saledes maste integralen delas upp i tva delar da vi byter ordning:

1 ry 2,1
I:/ / da:dy—l—/ / dxdy.
0 Jy/2 1 Jy/2



6.

7.

(a) Visa att F(x,y) = (322 —6y?)i+ (—12zy+4y)j dr konservativ och ta fram en potential
¢(z,y)-

(b) Lat C vara kurvan i R? som ges av 2 = 1+ y3(1 — y)? dér 0 < y < 1. Bestiim arbetet
som F(z,y) utévar langs C.

Losning.
(a) Vi testar forst om F &r konservativt:

0F, 0
— =12y = —.
ox Y oy

En potential ges av:
d(z,y) = 2> — 6xy® + 2°.

(b) Kurvan C startar i (1,0) och slutar i (1,1). Eftersom F &r konservativt beror arbetet
endast pa dndpunkterna. Saledes far vi:

/F-dr:/ng-dr:qu(l,l)—gb(l,()):—4.
C C

(a) Anvind Greens formel for att visa att ellipsen

CEI UL

a2
har area mab.

Losning. Greens formel séger allmént att

//VkadA:}]g F-dr
D dD=C

Arean av en domén D ges i sin tur av

area(D) = //D dA

och for att kunna tillimpa Greens formel soker vi alltsa ett vektorfalt F(x,y) sa att
VxF-k=1

Ett mojligt val &r

1 . .
W%w=§kw+m)

Med detta val ger Greens formel att arean kan uttryckas som linjeintegralen Gver
kurvan C som omsluter D:

1

area(D) = 3 /c(—y, x) - (dz,dy) = ;/C(xdy — ydz).

For att berdkna denna maéaste vi parametrisera C. [ vart exempel ar C given av ellipsen
och kan parametriseras enligt:

xz=h+acos#, y=k+bsinb, 0<6< 2.

Med denna parametrisering kan vi skriva linjeintegralen som

;/C(xdy —ydx) = ;/OQW [(h + acosf)(bcosf) — (k + bsin 9)(—asin0)} do



Genom att anvinda trigonometriska ettan cos? f +sin? @ = 1 kan vi forenkla detta till
integralen

e 1
/ (hbcosf + aksinf + ab) df = 5 [hbsin@ — akcosf + ab@}
0

27
2 0

Vi far da slutligen
1
area(D) = 3 (hbsin 2w — ak cos 2w + ab2m — hbsin 0 + ak cos 0) = mab,

dar vi anvant att sin27 = sin0 = 0 och cos27 = cos0 = 1.

8. Lat S vara den del av sfiren 22 + 4% + 22 = 4 som ligger utanfér cylindern 2% 4 32 = 1 och
lat F(z,y,z) = yi — xj + zk vara ett vektorfalt.

(a) Berdkna flodet ut genom S av vektorfiltet F(z,y, z). Du kan anvinda enhetsnormal
N= %(.Z‘, y, z) och det dr rekommenderat att anvinda sfiriska koordinater; grénserna
for ¢ blir: 7/6 < ¢ < 57/6. Notera att cos 5m/6 = —/3/2 och cos 7/6 = v/3/2.

(b) Visa att flodet av F(z,y, z) genom mantelytan av cylindern 22 + y% = 1 #r noll.

(¢) Anvind Gauss sats for F(z, y, z) for att berikna volymen av regionen som ligger mellan
S och cylindern 2% + y% = 1.
Losning;:
(a) Vi skall berdkna flodet genom ytan S, vilket ges av flodesintegralen

//SFNdS.

Enhetsnormalen #r given: N = %(x,y,z). Den uppfyller mycket riktigt |N| =1 ef-
tersom pa sfaren har vi 2 + 32 + 22 = 4. Vi anvinder sfiriska koordinater

z(p,0,) = psinpcost, y(p,0,¢p) = psinpsing, 2(p,0,p) = pcosp.

Radien pa sfaren ar R = 2 sa vi kan darfor sétta p = R = 2 i dessa formler. Flodes-
integralen kommer saledes bli en integral 6ver 6 och ¢. Granserna for 6 dr de vanliga,
0 < 0 < 27, eftersom vi méaste fa med ytan runt hela sfaren. Grénserna fér ¢ var
givna i uppgiften till 7/6 < ¢ < 57/6. Detta motsvarar vinkeln mellan dér cylinderns
topp skér sfiren till dar cylinderns botten skér sfaren. Ytelementet for en sfar med
radie R ges av

dS = R? sinpdf de.
Om man inte kommer ihag detta kan det latt harledas fran den allmédnna formeln f6r

ytelementet:

or(u,v) " or(u,v)
ou ov

dar r(u,v) parametriserar ytan. En sfiar med fixerad radie p = R parametriseras med
(u,v) = (0, ) vilket ger

ds = du dv,

r(0,¢0) = x(R,0,0)i+y(R,0,0)j+ 2(R,0,p)k.
Detta ger att ytelementet dS pa en sfar blir:

ds = or(0, ¢) X Or(0, ) df do = R?sin ¢dfde.
00 dy




Vi har nu alla ingredienser for att berdkna flodesintegralen:

//IE‘ NdS = = // (z,y,2 S—;//SszS.

Pa sfaren har vi z = 2 cos ¢ vilket ger
2 57r/6 5m/6
/ d9/ COSQ<pSingp-22-dg0:8-27r/ cos? ¢ sin d.
/6

Den primitiva funktionen till cos? ¢ sin¢ ar —% cos® p (man inser detta tex genom
att byta variabler till u = cos ¢, du = —sin p dp). Resultatet blir:

< cos? 757/6 16
//SIF-NdS—lﬁ-W[— 3 L/G ——EW(COS 57/6 — cos® 7T/6>—4\/§7T.

Svar pa (a): Flodet ut genom S av F(x,y) ir 44/37.

(b) For att berdkna flodet ut genom mantelytan pa cylindern C' behdver vi dess
normal. En enhetsnormal ges av:

N¢ = £(=,y,0).

Man kan ganska latt gissa sig fram till normalen ovan. Annars kan man notera att
cylindern &r en nivayta som kan beskrivas med f(z,y, z) = 22 + y?> — 1 = 0. Saledes
kan vi fa en normalvektor genom att ta gradienten av f:

Ne = Vf = (2z,2y,0).

Enhetsnormalen blir da

NC—iN

= +(z,vy,0).
INe| (#9,0)

Eftersom .

sa ger detta att flodet genom cylindern alltid &r noll:

//F'NodS:().
C

(c) Lat oss kalla regionen mellan ytan S och cylindern C for D. Eftersom V- F =1
kan vi anvinda Gauss sats for att berédkna volymen:

vol(D ///dV // V-FdV = # F - NdS

Randen 9D till D ar unionen
oD =SuC

och saledes kan flodesintegralen i hogerledet skrivas som

# F-NdS://F-NdSJr// F-NdS.
oD S C

Men de tva integralerna i hogerledet ar precis de floden vi redan riaknat ut i (a) och

(b).



Saledes far vi for volymen av D:

UOZ(D)—//FNdS+// F - NdS = 4v/3x.
S C
:4\/§7r =0

Svar pa (c): Volymen av regionen D mellan cylindern C' och ytan S #r 4v/37.



