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Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.
Endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.

(a) Ange vilka av foljande pastaenden som #r korrekta.

i) Om en funktion f:R? — R har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning
av en punkt (a,b) € R? s dr f differentierbar i (a, b). (1p)

Svar: Sant. Se sats 12.6.4 1 Adams.

ii) Vilka av foljande pastaenden dr korrekta? Varje ritt svar ger 0.5 podng. Ni far
ange tva svar. For fler &n tva svar blir det 0 poéng. (1p)
A Om (zp,y0) dr ett maximum till en funktion f definierad pa en kompakt
domén i planet sa ar V f(xg,yo) = 0.
B Om f :R? — R #r kontinuerlig och limy )00 f(,y) = 0 sd har f ett storsta
eller minsta vérde.
C Gradienten av en funktion dr en linjdr approximation av funktionen.

D En partikel med konstant fart har ingen acceleration.

Svar: De korrekta pastaendena &r B och C. I A &r pastaendet falskt da max-
imum kan uppnas pa randen till den kompakta dominen. I D &r exempelvis
(cos(t),sin(t)) exempel pa en parametrising dir farten dr konstant men accelera-
tion &r icke-konstant.

iii) M#ngden av yttre punkter till en 6ppen boll dr sluten. (1p)

Svar: Falskt. De yttre punkterna till en mingd utgor alltid en dppen méangd da
de dr de inre punkterna till komplementet, dvs alla punkter utanfér méngden
som inte dr randpunkter.

(b) Lat g(z,y,2) == e®¥ — e¥® + e + 1. Bestim tangentplanet till ytan i R? definierad

av ekvationen g(x,y, z) = 0 i punkten (1, 2, log (e - %)) (2p)
Losning:
Vi réknar ut
ze™% — yel?
Vy(z,y,z) = | ze¥* — ze¥®
ze™? 4 yel?

Da ar normalvektorn i punkten (1, 2,log (e — %))given av

o flosle-1) -1 -2 /g
wesfrasa(e-) - (2B
2 1 1\2
(e—3)+2(e—3)



Déarmed ges normalen av ekvationen n- (x — 1,y — 2,z —log (e — %)) = 0 vilket skrivs
om och ger svaret som planet

1
aa:+by+cz:a+2b+log(62) c.

Om man sa vill kan man forenkla:

a+ 2b+log (e—i)c:log (e—i) (e—i) — 2¢? 4 2log (e—i) (e—;>2—2e2
+ log <e— ;) <e— ;) + 2log (e— ;) (e— ;)2
=92 (log (e — ;) (e — ;) — 2% 4 2log (e — ;) (e — ;)2>
=4e (log <e — ;) <e — ;) — e) .
Bestim lingden av kurvan r(t) = z(t)i + y(t)j + 2(t)k, 1 < t < 2, dér z(t) = ¢,

y(t) = 23/2t och z(t) = 2log(t).

Losning: Vi raknar ut att
2
r'(t) = 2ti + 2%/%j + k.

Darmed ar

4 2
]r’(t)\2:4t2+8+t2:4(t+> .

Vi far att farten ges av |r/(¢)| = 2 (t + %), sa

2 2 1
Lingden av kurvan = / Iv'(t)|dt = 2/ (t + t> dt = 3 + 2log(2).
1 1

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och férklara sa vil du kan.

2. Lat f(x, y) =

(a)

(b)
()

2z
z2+y4+1 .
Forklara varfor funktionen f maste ha bade ett globalt maximum och minimum i
hela R?.
Bestdm dessa globala extremvérden.

Bestdm dess globala extremvérden i den kompakta doménen

Q= {(x,y) e R?: 2? + y* < 1/4}.

(3p)

—~
[N

e

~—

=

~—

~—



Losning: a) Eftersom det &r ett hogre ordningens polynom i nimnaren én i téljaren i
flz,y) = #;4“ galler det att f(x,y) — 0 da |z| + |y| — oco. For en funktion sadan att
f(z,y) = 0da |z| + |y| = oo och uppfyller f(z,y) > 0 i nagon punkt, sa har f ett storsta
virde. Pa samma sétt, om f(z,y) — 0 da |z| + |y| — oo och uppfyller f(x,y) < 0 i nagon
punkt, sa har f ett minsta virde. Se mer i Exempel 8 i kapitel 13.1 i Adams. Eftersom

f(=1,0) = =1 <0 och f(1,0) =1 > 0 har f bade ett storsta och minsta vérde.

Har foljer ett mer grundligt argument for en 16sning till a). Vi observerar att f(x,y) — 0
da |z| + |y| = oo eftersom

2|z 2V +yt+1 2
) = 522 o _ o

?Hyt+l T 224yt a2yt
Det foljer att for varje e > 0 finns ett R > 0 sadan att |f(z,y)| < € om (x,y) ¢ Bgr(0).
Notera att f antar bade positiva och negativa varden. Lat a < 0 vara ett negative véirde
av f och b > 0 ett positivt virde av f. Tag € < min(—a,b) och R &r som ovan. Vi kan anta
att a &r minimum av f i Bg(0) och b maximum av f i Br(0) (varje kontinuerlig funktion

antar max/min pa kompakter). Da géller att f < b och f antar vérdet b sa b &r ett globalt
maximum. Pa samma sétt dr f > a och antar virdet a, sa a ar ett globalt minimum.

b) Om vi tar R stort nog ser vi att maximum/minimum av f maste vara en inre punkt i
Bpgr(0) sa maximum och minimum svarar mot kritiska punkter. Vi raknar ut att

2 422
’ - —8y°x 2 4
@y i+ yr+1 4y°x
Dirmed bestdms de kritiska punkterna av de tva ekvationerna 1 + y? = 22 och y3z = 0.
Losningarna ér givna av (+1,0) dér funktionen antar virdena f(1,0) = 1 respektive
f(—1,0) = —1; detta #r maximum respektive minimum i R2.

c¢) En differentierbar funktion pa en kompakt domén antar sitt maximum och minimum
i en kritisk punkt i det inre eller pa randen. Enligt b) har f inga kritiska punkter i . Vi
kan parametrisera randen av Q enligt r(t) = (¢, ++v/1/4 — ¢?) (for t € [-1/2,1/2]) och da
f(x,y) = f(z,—y) dr resultatet oberoende av vilken parametrisering vi véljer. Vi soker
alltsa maximum och minimum av g(t) = f(r(¢)) = 8t/5 dér ¢t € [-1/2,1/2]. Maximum och
minimum f6ér denna funktionen antas it = —1/2 respektive t = 1/2. Det vill siga minimum
av f pa Q antas i (—1/2,0) och &r —4/5 och maximum av f pa Q antas i (1/2,0) och &r
4/5.



