Tentamen
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Examinator: Magnus Goffeng , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Hakon Strand Bolviken, telefon: 5325
Hjilpmedel: bifogat formelblad, ej rdknedosa

For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poing pa godkintdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 kridvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 krdvs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkéant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poédng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av foljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkintgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Lat D C R? vara en domén och F : D — R? ett glatt vektorfilt.

(a) Antag att F &r virvelfritt. Visa att om C; och Co &r tva enkla slutna styckvis glatta
kurvor i D, med C; U—Cs = IR f6r nagon domén R C D med styckvis glatt rand, sa
ar JCIF -dr = §CQF -dr.

(b) Lat D = R?\ {0} och F(z,y) = (

ut gfcﬁ -d7 for en enkel sluten kurva C som gar ett varv moturs runt 0 € R2.

x%’yg, meyz) Visa att F' #r virvelfritt och rikna

Lésning a): Om F &r virvelfritt, sa ar

2 1
0:// (aF—8F>dA:][F-dF:][F-dF—][F-dF.
R\ O dy R c c

1 2



Losning b): Vi réknar ut at

OF? 1 222
or  x2+y? (224 y?)?

OF! -1 N 2y
dy 24y (2% +y?)?

Dérmed é&r
OF?  OF! 2 207 + 2%

ox oy  22+y2 (a2+¢2)?

och F &r virvelfritt.

Om vi anvénder a), sa for att rdkna ut gfcﬁ - dr for en enkel sluten kurva C som gar ett
varv runt 0 € R? riicker det att rikna ut integralen for cirkeln S* = {(z,y) : 22 +y*> =1}
orienterad moturs. Pa vart val av kurva &r F' = (—y, z) och Greens formel ger att

fﬁ.df:f(—y,x).df:// 2dA = 2.
c St z24y2<1

7. (a) Bevisa Gaufl sats for en z-enkel domén och ett filt pa formen F = (0,0, f) for en

funktion f.
(b) Beréikna flodet av F' = % uppat genom delen av enhetssfiren 22 +y? 422 =
1 dér z > 1/2.

Losning a): Se Adams Sats 16.4.8.

Losning b): Vi &mnar anvinda Gaufl sats. Forst riknar vi ut divergensen.

OF! 1 3 22° 1 322

or (22 + 92 + 22)3/2 2 (22 + 42 + 22)5/2 - (22 +y2 + 22)3/2 (22 + 42 + 22)352
oF? 1 3y?

dy (224 y2 + 22)3/2 N (22 + y2 + 22)5/2

OF3 1 322

Dz (22 + 12 + 22)3/2 (224 y? 4 22)52°

Dérmed éar
3 3(z? + y* + 2%

div(F) = @2+ o2+ 22)32 (22 1 42 1 22)5/2

=0.

Vi later S beteckna ytan som ges av delen av enhetssfiaren ddr z > 1/2 och Sy delen av
planet z = 1/2 dér 22 + y? < 3/4. D& #r

SUSy=0D, dirD={(z,y,2):2®+y>+22<1, 2>1/2}.

Lat N beteckna den utatriktade normalen pa dD. Enligt GauB divergens sats ér

//ﬁ-NdS:// ﬁ-Nds—// F.NdS
S oD So
_/// div(ﬁ)dV—// ﬁ-Nds_—// F . NdS.
D So So

(3p)

(4p)



Pa Sy ir N = —k s

z

— F.NdS = / / dady =
/ /50 w2 sy (@2 + 2+ 222 Y

1 1 V3/2 r
= 2//272”29/4 (@2 1+ 42+ 1/4)3/2d93dy = 7r/0 Wdr =
V3/2
r—0

s

—n [—(ﬂ + 1/4)*1/2]

8. Lat f:R? = R och ¢g : R — R? vara funktioner.

(a) Definiera vad det betyder att i) f har partiella derivator i en punkt (a,b) och ii) f &r
differentierbar i (a,b).

(b) Formulera och bevisa kedjeregeln for f o g om f och g dr differentierbara.

Lésning a): Se Adams Definition 12.3.4 respektive 12.6.5.
Losning b): Se Adams Sats 12.6.5.

Godkéantdelen, del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.
Endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.

(a) i) Ange om mingden {(x,y,z) € R3:y >0,z = 0} &r
A Oppen
B Ej 6ppen

Svar: B ér riktigt eftersom méngden inte dr 6ppen (den ér inte heller sluten da
den inte innehaller alla sina randpunkter (exempelvis (0,0,0))).

ii) Om f(z,y) = 0 definierar en glatt kurva i R? som innehaller punkten (a, b) 4r det

da sant eller falskt att V f(a,b) = (?EZ’ Zg) ar en normal till kurvan i (a,b)
2\4,
och ( f2(a,b) ) ar en tangentvektor till kurvan i (a,b).
*fl (CL, b)

Svar: Det ir ett sant pastaende.

iii) Lat f:R? — R vara en glatt funktion. Vilket av foljande pastaenden #r sanna?
A Jacobianen till gradienten i en punkt (a,b) dr Hessianen i punkten (a, b).
B Gradienten till f &r en flervariabel-analog till andra-derivatan av en funktion.

C Jacobianen &r en flervariabel-analog till andra-derivatan av f.

Svar: A ir det sanna pastaendet.



(b) Lat G(x,vy,2) := e®sin(y + z) + 3y>. Bestim tangentplanet till ytan i R? definierad
av ekvationen G(z,y,z) = 3 i punkten (0,1, —1).

Losning: Vi raknar ut
e”sin(y + 2)
VG = | e¥cos(y + z) + 6y
e” cos(y + 2)

Sa normalen till ytan G(z,y,z) = 3 i punkten (0,1, —1) ges av

eVsin(1 — 1) 0
i =VG(0,1,-1) = [elcos(1-1)+6 | = (7
eV cos(1 —1) 1

Tangentplanets ekvation tar formen 7 - (x — 0,y — 1,z — (—1)) = 0 vilket skrivs som
Ty—1)+2+1=0,eller Ty +z = 6.

(c) Lat C C R? vara kurvan parametriserad av 7(t) = (cos(tZ), sin(t?),t — ?), t e [0,1].
i. Skissa kurvan C.
Skiss: For att skissa kurvan anviinder man att i planet ger kurvan (cos(t?), sin(#?))
ett cirkelsegment och ¢ — % ~ t nira t = 0 sa det ser ut som en helix.
ii. Bestdm langden av C.
Lo6sning: Vi rdknar ut hastigheten g—’:(t) = (—2tsin(t?), 2t cos(t?), 1 — t?). Farten
ges av

dr
dt

(t)’ = /(—2tsin(t2))2 + (2t cos(t2))2 + (1 — t2)2 =

= VA2 (1122 = /(1 +12)2 =1+ 1%
Vi far ut langden av kurvan:

dr

! L 81" 4
lingden(C) = / i (t)‘ dt = / (1+t%)dt = [t + ] ==,
0 0 t=0

dt 3 3

(d) Taylorutveckla funktionen In(z? + y) till ordning 2 kring punkten (0, 1) och anvind
till att rékna ut In(1.0104).

Losning: Vi har att In(1 +t) = Zzozl(—l)kﬂ% sa

In(z® +y)=In(1+ (2*> +y—1)) = g(—l)kﬂw =

[y

1
2=ty —1—-Z(y—-1>2+...

1
= ty—1— (22 +y—1) 5

2

Dérmed #r Taylorpolynomet av grad 2 kring (0,1) pa formen 2? +y —1— 1(y — 1)

Vi approximerar

(2p)

(2.5p)

1
In(1.0104) = In ((0.02)* + 1.01) ~ (().02)2+().()1—§(0.01)2 = 0.0004+0.01—0.00005 = 0.01035.

Anmérkning: En ldngre decimalutveckling ges av:

0.0103462920541443011636920109566960519911270683630862



2. Lat f(x, y) = 2® — y3 + 3zy.

(a) Finn och karakterisera de kritiska punkterna till f. (3p)

(b) Finn maximum och minimum av f pa den kompakta doménen som ges av triangeln
med horn i (0,0), (1,0) och (1,1). (2p)

Losning a): Vi berdknar forst gradienten:

B 322 + 3y B 24y
Vi(z,y) = (—3y2+3x =3 x—y2 .
De kritiska punkterna ges dir 22 = —y och z = 2, dvs niir y* +y = 0 och = = y%. De
enda l6sningarna till dessa ekvationerna &r (0,0) och (1,—1).
For att karakterisera de kritiska punkterna ridknar vi ut Hessianen

Hy(z,y) = <6§ _?éy> :

H(0,0) = <g g) .

Da det(H(0,0)) =0—-9= -9 <0 &r (0,0) en sadelpunkt.

Vi har att
6 3
min - (0 2).

Dé det(Hp(1,~1)) =36 — 9 = 27 > 0 och 24(1,~1) = 6 > 0 antar f ett lokal minimum i
(1,-1).

Lo6sning b): Kalla doménen i uppgiften D. Detta &r en domén som begrénsas av linjerna
x =1,y = 0 och y = z. Enligt a har f inga kritiska punkter i doménen. Sa vi letar
extremvirden pa randen.

Vi har att

Dir = 1 loper y mellan 0 och 1, s& vi optimerar g1(y) = f(1,y) = 1 — 3> + 3y pa
intervallet [0,1]. D& g{(y) = 3(—y*+ 1) > 0 for y € (0,1) antas dess extremvirden pa
randen och maximum ar 3 och dess minimum &r 1.

Dir y = 0 Ioper = mellan 0 och 1, s& vi optimerar go(x) = f(x,0) = 23 pa intervallet [0, 1].
Dess maximum &r 1 och dess minimum &r 0.

Diir y =  16per 2 = y mellan 0 och 1, s& vi optimerar g3(z) = f(z, ) = 322 pa intervallet
[0, 1]. Dess maximum &r 3 och dess minimum &r 0.

Dirmed &r maximum av f pa D givet av f(1,1) = 3 och minimum f(0,0) = 0.



Godkiéntdelen, del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.

Endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.

(a)

i)

ii)

iii)

ii.

Vilket av foljande pastaenden &r falskt fér en dubbelintegral av en kontinuerlig

funktion f(x,y) > 0 6ver en domén D?

A Resultatet av integralen &r en vektor i xy-planet.

B Integralen ér ett tal som representerar volymen av soliden under grafen z =
fz,y).

C Om f =1 berdknar integralen arean av doménen D.

D Om dominen D #r en rektangel i R? beskriven av ett fixt intervall lings
z-axeln och ett fixt intervall ldngs y-axeln sa spelar det ingen roll i vilken
ordning vi integrerar éver x och y.

Svar: A é&r falskt.

Ar det sant att om F : R2 — R2 &r ett glatt vektorfilt, sa &r vektorn F(z,y)
vinkelrdt mot sina filtlinjer som gar genom (z,y)?

Svar: Nej. Per definition gar filtet tangentiellt till faltlinjerna.

Ar det sant att flodet av ett glatt filt F:R3 5 R3 , som &r kallfritt pa hela R3,

genom randen av en domén D C R3 (med styckvis glatt rand) #r noll?

Svar: Ja. Gaufl sats ger att flodet av ett filt genom randen av en domén ar trip-
pelintegralen av divergensen éver doménen, dr faltet kallfritt &r trippelintegralen
0.

. Definiera nér ett glatt filt F : R3 — R3 &r konservativt.

Svar: F ir konservativt om det finns en potential ¢ saddan att F= V.

Bestim en potential till vektorfiltet ﬁ(l‘, y,2) = (x,2,y).

Losning: Vi gor ansatsen att F = V¢. D4 g—i’ = x sa ir ¢(x,y,2) = 552—2 +

C(y, z) for en funktion C. Da g—fj = z ar ¢(x,y,2) = % + yz + D(z) for en

funktion D. Da % = y maste D vara en konstant. Sa ¢(x,y,z) = % +yz+ D
for en konstant D.

(0.5p)

(0.5p)

(2p)



(c) Berékna massan av kroppen omsluten av konen z

2 = 22 + y? med densitet

e~ (@2 +y*+2?)
p(2,y,2) = —F .
VaZ 4+ y? + 22

Lésning: Lat K beteckna kroppen. I sfiriska koordinater ges kroppen av ¢ € [0, 7/4]U
[37 /4, 7]. Da massan for z > 0 dr samma som for z < 0 ges massan av integralen

(% +y?+2%)
/// x,y,2)dV = /// ———dadydz =
:p2+y <2 x2 —i— Va2 +y2 + 22
2
= 2/ J / R?sin(¢)dRdpdl =
R=0

:47r[ 5 L_O[ cos(¢)]¢/0—4ﬂ'<1—\}§>.

(d) Bestdm masscentrumet (tyngdpunkten) av kroppen med konstant densitet som be-

stdms av olikheterna —1 < z <1, -1 <y <1loch0< 2 < 2—2—y. Du far
anviinda att volymen av denna kroppen dr V = 16(8 — /2)/15.

Lésning: Beteckna masscentret med (z, 9, Z) och kroppen med K. Eftersom kroppen
dr symmetrisk i x-led och y-led &r r = y = 0. Vi rdknar ut att

zZ=— z = — zdzdydz =
14 K V Joe—iJy=—1)2=0
1t 1 52 V2—z—y
= / / — dydx =
—1Jy=—112],-

/_/1 ~ = y)dde = = (815f>

I sista steget anviande vi symmetrierna i - och y-led for att sluta oss till att & = .
Vi riknar ut att

I

:V/ / o2~z —ydyde =
=—1Jy=—1

9 1
=37 x}l(x(?’ — )% — 21— 2)%?) da.
Vi gor rakningen fl (a— x)3/2 dz = [~2z(a — )5/2}33_71 + fl 2(a —x)*?dx =

—%(a )5/2 (a + 1)5/2 (a +1)7/2 - 34—5(a )7/2 och far att

2 [ 2 2 4 4 2 4
N T B B i B L BT SR A
YT 3y ( 5 T 357 5 35

1 1
3V\ 5 35 35 8 — /2
_ —8+4164—328V/2  8-82
8—v2 T8 -V2)

(2p)



4. Lat C vara den moturs orienterade enhetscirkeln z2 + 32 = 1 i planet.

(a) Berikna dc(e” — y)dz + (sin(y) + z)dy genom att anvéinda Greens sats.
(b) Berékna ¢¢(e* — y)dz + (sin(y) + z)dy genom att parametrisera C.

Lésning a): Den moturs orienterade enhetscirkeln &r randen till enhetsdisken D = {(z,y) :
2?2 4+ y? < 1} i planet. Greens sats ger diirfor

][(e —y)dz + (sin(y) + « dy—//< sin(y )_8(6‘;;y)>dA_
:2//DdA:27r.

Losning b): Vi parametriserar cirkeln genom x(t) = cos(t) och y(t) = sin(¢) for t € [0, 2x].
Vi har att

2m
d dy
e = ae + i) +a)y = [ (@ =) + it + )Y ) a
c 0 dt dt
2m 27 2m
LAz dzx dy . dy
= T At —y— dt —Zdt =
/0 ¢ +/ < T dt> +/0 Siny)
I den forsta integralen byter vi variabler till x och i den tredje till ¥ och
1 2m 0
dx dy
= *d — — | dt i dy =
/1e x—l—/o (ydt—i—xdt) —|—/Os1n(y)y
2w
dx dy
[ ()

= /27r (sin®(t) + cos®(t)) dt = 2.
0



5. Lat S C R? beteckna ytan som ges av 22 4+ y2 = 3 och —1 < z < 1. Vi orienterar ytan
S genom sin normaliserade utatriktade normal N (som pekar bort fran 0). Vi betraktar
filtet F(z,y,2) = (x4 2z,y,2% — 1).

(a) Skissa ytan S, bestdm dess normal N och skriv ner ytelementet dS pa S i cylindriska
koordinater.

(b) Rékna ut [ F - NdS. Du kan exempelvis anvéinda cylindriska koordinater.

(c) Varfor kan du inte anvinda Gaufl sats direkt hiar? Hur skulle du kunna ga tillviga

for att komma runt problemet?

Lésning a): Ytan S ir delen av cylindern av radie v/3 med z mellan —1 och 1. Ytelementet
pa 22 4+ y? = r? i cylindriska koordinater ges av dS = rdfdz, sa ytelementet pa S ges av

dS = v/3d6dz.

Normalen till en implicit definierad yta G(x,y, z) = k ges av gradienten av GG, sa en normal
till S i punkten (z,y,2) ges av (r,y,0) = (v/3cos(#),/3sin(6),0). Denna normalen r
utatriktad. Dess lingd ges av /a2 + y2 vilken &r /3 pa S, s& en normaliserad utatriktad
normal i punkten (z,y, z) = (V3 cos(#), v3sin(f), z) pa S ges av

N= \%(x,y,O) — (cos(8), sin(6), 0).

Lésning b): Vi riknar ut att i cylindriska koordinater &r
F(z,y,2) = (V3cos(d) + z,v3sin(0), 2% — 1).

Darmed ar

— A~

F(z,y,2) - N = V3cos?(0) + z cos(0) + V3sin%(0) = V3 + z cos(h).

Ytan ir enligt a) given av r = v/3 och —1 < z < 1 i cylindriska koordinater. Vi riknar ut
flodet

//SF . NdS = 9: /Zil(\/g+ zcos(0))V/3d0dz =

27 1
= 3/ / dfdz = 127.
0=0Jz=—-1

I forsta steget anvénde vi att z integrerar till 0 6ver ett symmetriskt intervall i z-led.

Lésning c¢): Vi kan inte anvinda GauBl direkt pa S eftersom ytan S inte &r sluten. Vad
man kan gora &r att sétta lock pa cylindern, dvs. ligga till delen av planen z = 1 och
z = —1 dér 22 + y? < 3. Kalla dessa nya ytorna S,; och S_; och kroppen som ytan
SUS_1US,q begrinsar for D = {(z,y,2),22 +y> <3, -1 <z < 1}

Kommentar pa c: Om man gjort ovanstaende, skulle rikningen i b) forenklas som foljer.
Pa S;1 och S_; dr den utatriktade normalen (som ges av +k) vinkelréit mot filtet F' sa
If S_1USss F - NdS = 0. Gaul sats och resonemangen ovan ger att

/LF.NdS://SuS1US+1F'NdS://aDﬁ'NdS:
= ///D div(F)dV = ///D(2+2z)dV = 2vol(D) = 127.



