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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa separat skrivpapper.

(a)

(b)

i. Ange om foljande pastdende om en godtycklig funktion f : R? — R &r sant eller
falskt.
Pastaende: Om bada de partiella derivatorna av f(x,y) existerar och dr konti-
nuerliga i en punkt (a,b) sa ar f differentierbar i (a,b).

Ratt svar: Sant

ii. Lat f : R® — R vara differentierbar i en punkt (a,b,c). Vilket alternativ nedan
ger ekvationen for tangentplanet till nivaytan f(x,y,z) = 0 i punkten (a,b,c)?

A f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y — b) = =

B fi(a,b)(z —a) + fa(a,b)(y = b) — (2 —¢) =0

C fi(a,b,c)(x —a) + fa(a,b,¢)(y —b) + f3(a,b,c)(z —c) =0

D fi(a,b,c)(z —a) + fa(a,b,¢)(y —b) — fs(a,b,c)(z — ¢) = f(a,b,c)
Ratt svar: C.

iii. Lat U C R? och f : U — R vara en kontinuerlig funktion pa U. Vilket av féljande
pastaenden &r korrekt?

A Om U ér sluten sa antar f ett lokalt maximum pa U.
B Om U &r sluten och begrinsad sa antar f ett globalt maximum pa U.
C Om U ar sammanhéingande s& antar f ett globalt maximum pa U.

D Om U é&r begrénsad sa antar f ett lokalt maximum pa U.

Ratt svar: B

Lat r(t) = (2 + 2cos(t))i + (=2 + sin(t))j + k vara positionsvektorn for en partikel
som 1or sig lings en kurva C i R3, dér ¢ 4r en parameter som motsvarar tiden.
i. Skriv upp en ekvation for kurvan C och beskriv vilken typ av kurva det &r.

ii. Bestdm partikelns fart efter 1 tidsenhet. I vilken punkt i rummet befinner sig
partikeln vid denna tidpunkt?

iii. Bestdm hur langt partikeln fardas mellan ¢ = 0 och ¢ = 2.

Losning: (i) Fran positionsvektorn léser vi av
x(t) = 2+ 2cos(t), y(t) = —2 + sin(t), z(t) =1, (1)

Genom att anvinda trigonometriska ettan kan vi dra slutsatsen att féljande rela-
tion ar uppfylld:
(z —2)?
4

Partikeln ror sig alltsa i en ellips i planet z = 1 med centrum i punkten (2, —2).

+(y+2)?2=1 (2)

(ii) Farten ges av

v(t) = Y ()] = V(@ (6)? + (' (1)) + (£/(1)? = V4(sint)? + (cost)?. (3)
Fér ¢ = 1 har vi alltsa v(1) = 1/4(sin 1)2 + (cos 1)2.




(c)

(iii) Langden pa kurvan mellan 0 och 27 ges av integralen

/27r v(t)dt = ” V/4(sint)2 + (cost)2dt. (4)
0 0

Detta &r en elliptisk integral och gar inte att 16sa exakt...

Lat f(z,y) vara en funktion av tva variabler dar godtyckligt manga kontinuerli-
ga partiella derivator existerar, och dir z(u,v) = u?v och y(u,v) = u sin v. Sitt
g(u,v) = f(xz(u,v),y(u,v)) och bestdim andraderivatorna 88;81) = 881;% uttryckt i de

partiella derivatorna f1, fa, fi1, fi2, fa1, fo2 av f(x,y).

Losning: Vi borjar med att berdkna alla relevanta partiella derivator av x och y:

1 =2uv, xo=u’ y =sinv, vy =wucosv, Ti2=2u, Y2 = COSUV. (5)

Vi far da

0%g
Ovou

= 881) (fiz1 + four)

= (fuze+ fizy2) v1 + fiziz
(forwa + fa2y2) Y1 + fay12
= 2030 f11 +u sinv cosv fas + 2ufi 4+ cosv fo + u2(2v cos v + sinv) fia.

(6)

Lat f(z,y, z) = sinz e™*. Bestam ekvationen for tangentplanet till nivaytan f(x,y, z) =

0 i punkten (7, 0, 0).

Lo6sning: Ekvationen for tangentplanet till en nivayta f(x,y, z) = 01ien punkt (a, b, ¢)
ges av
fl(a7 b, C)(JJ - a) + f2(a7 b, C)(y - b) + f3(a7 b, C)(Z - C) = 0. (7)

Vi berdknar de partiella derivatorna

_ TYz . ryz
9 ) -
fi(z,y, 2) cosxe™* 4 zysinxe
folz,y,2) = zasinxe™?
f3(xvyvz) = yxsinm e"ve. (8)

I punkten (7,0,0) far vi
[i(m,0,0)=—1,  fo(r,0,0) = fs(r,0,0) = 0. (9)
Inséttning i ekv. (7) ger da tangentplanets ekvation i punkten (7,0, 0):
—1-(z—m)+0-(y—0)+0-(2—0)=0 <= z=m. (10)

Tangentplanet ges saledes av z = 7.

(3p)

(2p)



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(z,y) = 23 + 9% — 6ay.

(a) Bestam och klassificera kritiska punkter till f.

(b) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (0,0). Ange svaret pa formen
Fhk)~. ...
(c¢) Bestdm riktningsderivatan av f(x,y) i punkten (1,0) i riktningen i+ j.

Loésning: (a) Vi soker kritiska punkter och berdknar gradienten
Vi(z,y) = (3% — 6y, 2y — 6a).
Vi maste dérfor 16sa foljande ekvationssystem:

322 — 6y =
2y—6z = 0

Vi ser direkt att (x,y) = (0,0) &r en losning. For att undersoka om det finns fler

16sningar sitter vi in ekv. (2), y = 3z i ekv. (1) vilket ger:

322 —6y =322 - 182 =0 < 2% = 6z.

(14)

Denna ekvation har endast en 16sning, ndmligen x = 6, vilket ger y = 3 -6 = 18. Vi

har darfor funnit att det finns tva kritiska punkter:
(0,0), (6,18).
For att klassificera dessa berdknar vi Hessianen:
fir f 12> <6x —6)
H T,y) = = .
(Hiz,y) <f21 f22 —6 2
I de kritiska punkterna har vi saledes

det H(f)(0,0) = —36,  det H(f)(6,18) = 36.

(15)

(16)

(17)

Hessianen ar alltsa indefinit for (0, 0) vilket betyder att detta ar en sadelpunkt, medan
for (6,18) &r den positivt definit (eftersom det H(f)(6,18) > 0 och f11(6,18) = 36 >

0), och detta ar saledes ett lokalt minimum:

(0,0) sadelpunkt, (6,18) lokalt minimum.

(b) Taylorpolynomet i punkten (0,0) ges av

(18)

f(h, k) = f(0,0)+hf1(0,0)+kf2(0, 0)+% (h2f11(07 0)-+2hk f12(0,0)+&* f22(0, 0)) +--

(19)

Eftersom (0,0) &r en kritisk punkt och dessutom f(0,0) = 0 kontrolleras Taylor-
polyomet upp till ordning tva helt av andra ordningens termer och insattning av

andraderivatorna fran (a)-uppgiften ger:

f(h,k) ~ k? — 6hk + -

(20)



(c) Riktningsderivatan i riktning u (dér |u| = 1) ges av

Vi skall berdkna riktningsderivatan i riktning i+ j. Detta ar dock inte en enhetsvektor:
li +j| = v/2. Vi normaliserar dirfor och definierar

i
u= ok (22)

Riktningsderivatan i punkten (1,0) ges da av

Duf(1,0) = ;iflu,m + \}ifQ(l,O) -2

Sl
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Formelblad for TM A 044

Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

sin(z + y) = sin(z) cos

cos(z) cos(y) =

Integralkatalog

/:L‘“ dz =
/ sinx dx =
1
d p—
/ cos?z ¥
/eﬂ” dz =
/ 1
x2 + a?

1
——dx
/\/a—xQ

dr =

1
——dx
/\/x2—|—a

(y) + cos(x) sin(y)

%(cos(a: —y) + cos(z + y))

maJrl

a+1+

C , a#-1
—cosx +C
tanz + C

et +C

sin(x) sin(y) =
sin(zx) cos(y) =

tan(z +y) =

%(cos(x —y) —cos(z +y))

5 (6in(z — y) + sin(z + 1)

tan(z) + tan(y)

1
/d:n

T
/cosxdx
/ 1

sin? z
/a”” dz

dzx

1 /

farctanf—i—C , a#0 f(x)

a a

arcsin%+0 , a>0 /\/a—xde
a

Injz+vVa2+al+C , a

Maclaurinutvecklingar

/\/x2+ad:v

1 — tan(x) tan(y)

= Inlz|+C
= sinz+C
= —cotx+C
= K+C

— |f(@)|+C

a T
= -z a—xQ—l—iarcsm——i—C,

2

0<a#1

Vva

a>0

1
= 5($\/x2+a+aln]x—|—\/x2+a\)+C

L Jal <1, <Z>:

, —1l<z<1

] <1

)

ala—1)...

(a—k+1)

k(k—1)...

2 zk 2 B
x _ < - 1 o7
e kz o gyt
00 2k—1 3 5 7
i - AT B _ ror T
sin kz_l( ) k= 1) T =g + S +
o0 2k 2 4 6
_ kT _ rr T
Cos T = kz_o( 1) k) = 1 51 + TR +..
[ « ala—1)
e kz()(k)xk D R
° 2 3 4
In(1 . k+1x _ T
e 3 o
o0 2k—1 3 5 7
_ k 1T B x z x
arctanx = ; 1 = x—§+€—7+.
Ovrigt
N [[Jqzp(x,y, ) dedydz
Masscentrum (z7, yr, zr) for Q ges av zp = &2 ,
I[)op(x,y, 2) dedydz

p(x,y, z) &r densiteten.

analogt for yrp, zp.
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