TMAO044 FLERVARIABELANALYS

LOSNINGAR PA OVNINGSUPPGIFTER

Detta dokument innehaller mina renskrivna losningar pa évningsuppgifter i kursen Flervariabel-
analys (TMAO044). Jag kan inte lova att samtliga losningar ar vélformulerade och pedagogiska,
men forhoppningsvis ar de flesta 16sningar hjéilpsamma. /Jimmy
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TMAOJ

Uppgifter ur Adams & Essex

Problem 10.1.11.

Bestam avstandet fran punkten (1,1,...,1) € R™ till den ndrmsta punkten pa x;-axeln.
Loésning: Rita upp for n = 3. med punkten p = (1,1, 1).

T3

Den ndrmsta punkten pa zj-axeln ar p; = (1,0,0), sa avstandet &r

dp,p) =1 =12 +(1-02+(1-02=v0+1+1=+2.

Samma princip géller i godtycklig dimension: den punkt pa x1-axeln som ligger ndrmast punkten
p=(1,1,...,1) & p; = (1,0,...,0) och avstandet mellan dessa tva punkter ar

d(p,p1) =vVQ - 12+ (1-02+(1-02+--+(1-02=v0+1+1+--+1=vn—1



Problem 10.1.27. TMA04

Problem 10.1.27.

Beskriv och skissa (om mojligt) méngden av alla punkter i R® som motsvarar:

P24yt 4+22=4 (1)
2yt + 22 =42 (2)

Losning: Vi kdnner genast igen ekvation (1) som en sfir med radie r = 2 centrerad i origo.
Ekvation (2) kan i sin tur skrivas om som

22 P+ (2 —2)2 =4,

vilket kénns igen som en sfar med radien r = 2 centrerad i punkten p = (0,0,2). Skérningen
mellan dessa tva sfarer, dvs méngden av alla punkter som uppfyller bada ekvationer, ar en cirkel:

For att se exakt var cirkeln ligger kan vi subtrahera de tva ekvationerna fran varandra:
(2)—(1)=0 = z =1,
sa cirkeln ligger i planet z = 1. Cirkeln beskrivs alltsa med ekvationssystemet

224y +22=4
z=1

sa cirkeln &r centrerad i punkten (0,0, 1) och har radie r = V3.



Problem 10.1.36. TMAO04

Problem 10.1.36.
Lat

S={(z,y) eR? | |z + |y| <1}
Ange rand 0S och interior int(S) for méngden S.

Losning: Kort sagt utgors randen av det som ligger pa kanten medan interidren &r det som
ligger inuti:

o8

v

Ett mer rigorost satt att uttrycka sig vore att randen ar méngden av punkter
08 = {(z,y) € R? | |z| + |y| = 1},
medan interidren ar mangden

int(S) = {(z,y) € R? | o]+ |y| < 1}.



Problem 10.4.7. TMAO04

Problem 10.4.7.

Bestam ekvationen for planet som definieras av villkoren:
(1) Det passerar genom punkterna P = (1,1,1) och @ = (2,0, 3).
(2) Det ar vinkelratt mot planet « 4+ 2y — 3z = 0.

Lo6sning: Linjen mellan punkterna P och @ ges av vektorn
PO=(2-1,0-13-1)=(1,-1,2) =i—j+ 2k

Normalen n till det stkta planet maste vara vinkelratt mot I@ Notera att planet dessutom
maste vara vinkelrdt mot planet (2), vilket innebér att normalen n méaste vara vinkelrdtt mot
normalen till planet i (2), dvs

n=i+2j—3k.

Vi kan dérfor anvinda kryssprodukt for att bestdmma normal till det sokta planet:
n=PQxii=(i—j+2k) x (i+2j— 3K) =
ik
2 | =—i+5j+ 3k
Det sokta planet har darfor ekvationen
—(z—-1)+5@y—-1)+3(z—1)=0

vilket efter forenkling blir

’x—5y—3z:—7‘




Problem 10.5.3. TMAO04

Problem 10.5.3.

Identifiera ytan som definieras av ekvationen

202 + 29% + 227 —da 4+ 8y — 122427 = 0.

Losning: Samla ihop alla termer med x,y, z var for sig och skriv om ekvationen som
2% =20+ 1) +2(y% +4y +4) +2(2 =62 +9) = 27T+ 2+ 8+ 18.
Denna ekvation kan vidare forenklas till

(=17 +(y+2)?+(2—3)>2*==

och beskriver darfor en cirkel med radie %, centrerad i punkten (1, —2,3).



Problem 11.3.11. TMAO04

Problem 11.3.11.

Planet
z=1+4z (1)
skér konen
22 =22 4P (2)
i en parabolisk kurva. Parameterisera kurvan pa tre olika sitt:
(a) t==x
(b) t=y
(¢c) t==z2
Losning:

(a) Om t =z sa dr z = 1 +t. Ekvation (2) implicerar darfor att
(1+t)2 =12+ — 1+ 2t = > = y=+v1+2t.

Vi behover alltsa tva olika parameteriseringar av kurvan:

) +V1+2t omt>0 s—t41
Y=\ -vit o omy<0 ’ a

T =1,

(b) Sétter vi t = y sa finner vi att
PP =22=142)?=1+22+2?

vilket implicerar att

t2—1
t? =142z = T = 5
Eftersom z = 1 + x finner vi darfor ocksa att
P41
-
En parameterisering av kurvan ges darfor av
t2 -1 2 +1
rey o y=h 2=y
(¢) Om z=tsaédraoz=2z—1=1t—1, och notera att
r? +y? = 22 = (t—1)+y* =+ — y? =2t — 1.

Med andra ord ar y = ++/2¢t — 1. En parameterisering ges da av

_ ) +V2At—-1 omy>0 _
z=t-1, y_{\/2t1 omy <0’ 2=t




Problem 11.3.16. TMAO04

Problem 11.3.16.

Beskriv kurvan C som ges av
T =acostsint
y = asin®t
z=bt

Berakna dess langd mellan t =0 och t =T > 0.

Lo6sning: Skriv om

2

r =acostsint = 2sin2¢
y=asin’t = %(1 fcos2t)

och notera att vi nu har féljande relation:

mz+(_9>2_g
Yy=3) =T

Detta dr en cylinder med centrum i (0, a/2) ldngs z-axeln, sa z- och y-koordinaterna ror sig i en
cirkel medan z-koordinaten ror sig uppat; kurvan ér en cirkuléar helix pa randen av cylindern.

Langden pa kurvan &r

T T 2 2 2
_ _ dz dy dz _
L_/O |v|dt—/0 \/<dt> +(dt> +(dt> dt =

T T
=/ \/a2c0s22t+a281n22t+b2dt:/ Va2 +b2 dt = va? + b2T
0 0




Problem 12.1.1. TMAO04

Problem 12.1.1.

Bestédm definitionsméngden till funktionen

x+y
r—=y

f(x,y) =

Losning: Definitionsméngden, the domain, dr mangden av alla punkter (z,y) for vilka f(x,y)
existerar; mingden av punkter (z,¥y) som vi kan mata in i funktionen och fa ut ett dndligt véarde.
Det enda som kan ga fel nér vi forsoker utvérdera den hér funktionen dr om vi rakar dela med 0,
sa vi maste bara se till att x # y. Definitionsméngden ar alltsa

D= {(@.y) €R? |2 £y}

10



Problem 12.1.2. TMAO04

Problem 12.1.2.

Bestédm definitionsméngden till funktionen

f(x,y) = xy

Lo6sning: Det vi behover akta oss for i det héir fallet &r om xy < 0, for da existerar inte roten;
visst, det existerar en kompler rot men nu &ar vi intresserade av reella tal. Sa linge zy > 0
existerar dock roten ,/xy, sa definitionsméngden ar

D ={(z,y) eR* | zy > 0}
Ett alternativt séitt att skriva definitionsméangden &r

D:{(x,y)ERQ}(mZOochyZO)eller(xﬁOochySO)}

11



Problem 12.1.15. TMAO4Y

Problem 12.1.15.

Skissa grafen till funktionen
flxy) = vVa* +y?

Lo6sning: Notera att funktionen i fraga ger avstandet fran punkten (x,y) till origo. Annorlunda
uttryckt ar f(z,y) lika med radien r pa den cirkel kring origo som punkten (z,y) ligger pa och
eftersom radien Okar linjirt bildar grafen en kon.

12



Problem 12.1.23. TMAO04

Problem 12.1.23.

Sketcha nagra av nivakurvorna till funktionen

flz,y) = z;z

Losning: En nivakurva dr méngden av alla punkter (z,y) for vilka funktionen antar ett fixt
varde ¢, 1 vart fall

r—1Y
"I/'? = = C
fey) =17,

Olika vérden pa c ger olika nivakurvor, och for att sketcha en nivakurva behéver vi skriva om
ovanstaende uttryck pa formen

y=g(z)

for nagon funktion g(z). I vart fall finner vi att

7Y _ ¢ — z—y=clz+y) — T—y=cr+cy —
Tty
— (1—c)z=(1+c) — 1-c
—c)r = c = T
Y 4 1+4+c¢
sa nivakurvorna ar réata linjer y = kx for konstanten k = ijrg Exempel:
c=0 = Y=,
4
== 0.5 = = -,
c y=:
2 = L
c= =—-z
Y 3
10
c = Y 2%

13



Problem 12.2.14. TMAO04

Problem 12.2.14.

Hur kan vi definiera om funktionen

3 3

fay === @y

sa att den definieras langs linjen y = x och blir kontinuerlig i hela xy-planet?
Lo6sning: Nér x # y kan vi skriva om

3 3

flz,y) = =2 +ay+y°,.

r—y
Det senare uttrycket har virdet 3z2 lings linjen y = x, s& vi utdkar definitionen av f(z,y) till
f(w,w) = 327

och d& kommer den att vara lika med x2 + xy + y? Sverallt.

14



Problem 12.3.2. TMAO04

Problem 12.3.2.
Finn de partiella derivatorna till funktionen

flw.y) =y +a°
och utvérdera dem i punkten (z,y) = (2,0).

Losning: Nar vi berdknar den partiella derivatan med avseende pa, sig, x sa behandlar vi alla
andra variabler - i detta fall y - som konstanter. De partiella derivatorna ges déarfor av

fl(x,y):y+2l', och f2($7y>:$+0

Man kan med andra ord sdga att vi latsas som om det bara finns en variabel, att alla andra
bokstaver bara ar konstanter, och deriverar som om det har vore envariabelanalys.

Néar vi utvirderar de partiella derivatorna i punkten (z,y) = (2,0) finner vi att

f1(2,00=0+2%2=4  och  f,(2,0)=2+0=2.

15



Problem 12.3.4. TMAO04

Problem 12.3.4.

Finn de partiella derivatorna till funktionen

Tz
y+z

g(x,y,2) =

och utvérdera dem i punkten (z,y, z) = (1,1, 1).

Losning: Precis som pa forra uppgiften berdknar vi de partiella derivatorna genom att vélja ut
en variabel, latsas att alla andra variabler &r konstanter istéllet, och derivera som om vi gjorde
envariabelanalys. Alltsa ar

(2,9:2) = —
z,Y,z) =
g1\r,y vtz
och d
Tz
Ty, z)=axzx —(y+2) t=azx—1x(y+2)2xl=——"""—

For att berdkna med den partiella derivatan med avseende pa z gor vi likadant men det blir
forstas ett lite bokigare uttryck eftersom det finns ett z i bade téljare och ndmnare, sa vi behover
anvanda kvotregeln fran envariabeln.

d 1 d 1
g3(x,y,2) = PP y? + 2 &(y +2) =
1 1

I
&
*

y+2 (y +2)?
Cxly+z)—xz  wy
(y+2)?2 (y+2)?
Sammanfattningsvis:
z Tz Ty
xr,Y,z) = ) T, Y,2) = =7 9> T,Y,2) = 7—— 5

Dags att utvirdera de partiella derivatorna i punkten (1,1,1), vilket &r straightforward:

1 1 1x1 1 1x1 1

a(l,1,1)=——= 92(1,1,1):—m=—17 93(1»171):m:1

16



Problem 12.3.18. TMA04

Problem 12.3.18.

Finn ekvationerna for tangentplanet och normallinjen till f(x,y) = ye‘gC2 i punkten (0, 1).

Losning: Tangentplanet till en funktion f(z,y) i punkten (a,b) &r

Z = f(aa b) + fl(a7 b)(l’ - CL) + f2(aa b)(y - b)
sa vi borjar med att berdkna de partiella derivatorna:

d
P = Y * —2x % e~ = —Qxye_iz, och falz,y) = d—ye_g”2 =
Y

d
fi(z,y) = aye‘z

Lat oss nu utvirdera funktionen och de partiella derivatorna i punkten (0, 1).

F0,1)=1xe 0 =¢0 =1,
0,1) = —2%0x1%e’ =0,
0,1)=e"=1
Tangentplanet ges alltsa av ekvationen
z2=f(0,1)+ f1(0,1)(x = 0) + f2(0,1(y — 1) =14+ 0%z +1x(y — 1) = y.
Alltsa z = y. Normalvektorn i en punkt (a,b) ges i sin tur av uttrycket
n= fl(avb)i + f2(aab)j - k’

vilket 1 vart fall blir
n=0*xi+1xj—k=j—k.

A
75K

VAN
” st

1.5 —

0.5 —

-0.5 —

17



Problem 12.3.29.

Problem 12.3.29.

Visa att funktionen

uppfyller ekvationen

Tor Yoy "0z T

Losning: Berakna de partiella derivatorna.

Ow —2z
%= @A AR
Ow —2y
o " @A PE
Ow —2z

8z (22 +y? + 22)2

Det foljer att

Ow Ow Ow  —2a% —2y* —22° 2% +y? + 22

htad el — = =-2
mf}‘x—i_y T

vilket skulle visas.

18

oy 0z (22 +y? + 22)2 (22 +y? + 2%)2

= —QW(J,‘,y, 2)7
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Problem 12.4.4. TMAO04

Problem 12.4.4.

Berdkna de partiella andraderivatorna till funktionen

2z = /322 + 92

Losning: Lat oss borja med att berdkna de partiella forstaderivatorna:

=2 (32 41) P =132+ y?) P rbr =
by = oy (3274 y2)1/2 =3 (3% + yg)_l/z *2y = \/31Z+y2

De partiella andraderivatorna fas genom att derivera de har uttrycken igen. Till exempel &r

0%z 00z O 3z 3 922 3y

027 " drdr~ dx 3Ry B+ B+ (32?2

och
0%z 0 0z 0 y 1 y? 32

Oy2  dydy Oy V322 + o2 - V322 1 o2 T B2+ 232 T (322 + y2)32

Theorem 1 i Kapitel 12.4 sager att de tva blandderivatorna %{'}Zy och 6(?;28295 kommer vara lika med
varandra, att det inte spelar nagon roll i vilken ordning vi deriverar. Lat oss testa detta genom

att berdkna bada blandderivatorna var for sig.

622 . i% o é Yy o *é (3l‘2+ 2)71/2 _

Oxdy ~ Oxdy  Or 32t 0 Oz 4 -
_ Lo 2 2y=3/2 _ 3ry

0%z 90z 0 3z ~1/2

0
= = _— =3 — (3 2 2
Oydr  OJydx Oy /322 + 42 “ay(x +y)
1 5 9\ —3/2 3xy

Som vi ser ar de tva blandderivatorna lika med varandra, i enlighet med Theorem 1.

19



Problem 12.5.6. TMAO04

Problem 12.5.6.

Anvind tva olika metoder for att berdkna % om
u = /22 + 92, x = e, y =1+ s?cost.

Lo6sning: Vi borjar med att tillimpa kedjeregeln:

ou Oudxr Oudy 1 2z 1 2y 9 . xse’t — ysZsint
= = - ——s"sint = ——————

- = _— = st _
oo Toya 2 e 2 i e

Om vi stoppar in z(t) = €% och y(t) = 1 + s%cost finner vi att

u=+/(est)2 + (1 + s2sint)2 = \/@2575 + 1+ 2s2cost 4 st cos(t)?, (3)
sa det slutgiltiga uttrycket for % blir det aningen bokiga

ou se?st — (1 + s%cost)s? sint se?st — s2sint — st costsint

ot \/623t + 1+ 252 cost + s* cos(t)? \/@2” + 1+ 252 cost + s* cos(t)?

Ett annat sdtt att berdkna derivatan ar skriva om variablerna x och y som funktioner av ¢ redan
innan vi borjar derivera, dvs att vi deriverar uttrycket i ekvation (3) med avseende pa t.

0 0
8711: = o e2st + 1+ 2s2cost + st cos(t)2 =
1 1

= 3 * (28625t +0—2s%sint — 2s* cost sin t) =
\/62St + 1+ 252 cost + st cos(t)?

sert — s

\/628t + 1+ 2s2cost + s* COS(t)Q

2gint — st costsint

Som véntat gav bada vara approacher precis samma resultat.

20



Problem 12.5.9. TMAO04

Problem 12.5.9.

Finn de partiella forstaderivatorna till f(2z,3y), givet att funktionen f(z,y) har kontinuerliga
partiella forstaderivator.

Losning: Gor variabelsubstitutionen

u=2x
v=3y ’

sa att f(2z,3y) = f(u,v). Kedjeregeln ger att

af(2x,3 Of (u,v) Ou  df (u,v) &
T 3y) _ o) 0u DI D0 _ p )+ 2+ fo(u,v) + 0 = 21 (22,3y)

och

of(2z,3y) _ 0f(u,v) du  9f(u,v) Ov
oy  Ou Oy ov 0Oy

= fi(u,v) * 0+ fo(u,v) * 3 = 3f2(22, 3y)

Variablerna u och v behévdes bara for att hjilpa oss tillampa kedjeregeln, sa vi kan gora oss av
med dem nu nér berdkningen &r 6ver. Sammanfattningsvis:

of 2z, 3y) Of(2z,3y)

ax = 2f1(2x7 3y)7 ay

= 3f2(2z, 3y).

21



Problem 12.5.15. TMAO04

Problem 12.5.15.

Definiera z = f(x,y) dar x = 2s + 3t och y = 3s — 2t.

(a) Berdkna
0?2z
P2
(b) Berdkna
02z
sot”

(c) Berdkna
9=
ot?”
Lo6sning:

(a) Enligt kedjeregeln ar
0z 0z @ 0z Oy

%—%as‘f'afygzzfl‘F&fz; (4)
dar vi har definierat
_ 0z _ Of(z,y) _ 0z 0f(z,y)
hi= or  Ox och f2= Oy oy

En till tillampning av kedjeregeln ger darfor att
Pz 0N JOf _,(0fi0x OhOy\ . (0f20r 0f0y\ _
0s2 " 0s ds Ox ds Oy 0Os dxr 0s Oy 0s)
=2(2f11 +3f12) + 3 (2f21 + 3fa2) = 4f11 + 12f12 + 9 f22.

(b) Lat oss utnyttja att vi redan har beriknat 22 i ekvation (3). Deriverar vi detta uttryck
med avseende pa t sa far vi

0z _ df1 3f2_ 0f1 0x  0f1 0y 0f2 0x  0f2 0y
asf’t%ﬁ%t2<axat+ayat)+3(axaﬁay5t)
=2(3f11 — 2f12) + 3 (3f21 — 2f22) = 6f11 + 5f12 — 6f20.

(¢) Ovningsuppgift for lisaren.

22



Problem 12.6.5. TMAO04

Problem 12.6.5.

Linjarisera och approximera funktionen

f(@,y,2) = Vo + 2y + 3z
i punkten (1.9,1.8,1.1).

Losning: Berdkna derivatorna

1 1 1 2 1 3
f1:777 f2:77’ f3:77
2Vx+2y+ 3z 2Vx+2y+ 3z 2Vx+2y+ 3z

Kom ihag att en approximation till f(z,y,z) ges av linjariseringen L(a,b,c) i en punkt (a,b,c)
néira (z,y, 2).

f(mvyvz) ~ L(a7bvc) = f(a7b>c) ""fl(a7b7c)(3j _a) +f2(a7bac)(y_ b) —‘y—f:;(@,b,C)(Z _C)

Eftersom vi vill anvinda linjariseringen for att approximera vérdet pa funktionen f(z,y,z2) i
punkten (z,y, z) = (1.9,1.8,1.1) sa véljer vi en nirliggande punkt (a, b, ¢) som gor linjariseringen
latt att utvirdera. Ett bra alternativ ar (a,b,c) = (2,2,1). Avstandet mellan dess punkter &r

[(2,2,1) — (1.9,1.8,1.1)| = \/0.12 +022401°2«1
Det foljer att
F(1.9,1.8,1.1) =~ L(2,2,1) = f(2,2,1) — 0.1f1(2,2,1) — 0.2/5(2,2,1) + 0.1f3(2,2,1) =

1
:3—0.1*6—0.2*%—1—0.1*2%2.967

En numerisk berdkning visar att f(1.8,1.9,1.1) ~ 2.96648 sa var approximation &r bra.
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Problem 12.6.21.

Visa att om f(x,y) ar differentierbar i en punkt (a,b) sa &r f(z,y) ocksa kontinuerlig i (a,b).
Bevis: Kom ihag definitionen av differentierbarhet:

lim f(a+h7b+k)_f(a7b)_hf1(a7b)_ka(a7b)
(k,h)—(0,0) Vh? 4 k2
For att gransen skall existera maste téljaren ga mot 0, eftersom vh? 4+ k2 — 0 nér (h, k) — (0,0).

De tva sista termerna i taljaren, hfi(a,b) och kfa(a,b), gar bada tva mot 0, sa gransen kan bara
existera om den forsta delen av téljaren ocksa gar mot 0. Med andra ord géller att

=0.

o [ Fla+hb+k) - fa, b)} —0,

vilket ar ekvivalent med
li h,b+ k)= b).
(h)k)go)o)f(a+ b+ k)= f(a,b)

Vi kdnner har igen definitionen pa att f(x,y) ar kontinuerlig i (a, ).
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Problem 12.7.1.

Betrakta funktionen f(z,y) = 2 — y? i punkten (a,b) = (2, —1).
(a) Finn gradienten till funktionen i den givna punkten.
(b) Bestam tangentplanet till funktionen f(x,y) i den givna punkten.

(¢) Berikna den nivakurva f(x,y) = ¢ som gar igenom punkten (2, —1) och finn tangentlinjen
till den (endimensionella) nivakurvan.

Losning:

(a) Gradienten ar den vektor som innehaller alla partiella forstaderivator till funktionen:

Vi(@,y) = filz,y)i+ fo(z,9)] = (fi(z,y), fa(z,y)).
Detta ar inte en utmanande funktion att derivera, sa lat oss helt enkelt skriva ut svaret:
Vf(z,y) = 2xi— 2yj = (2z, —2y),
vilket i punkten (2, —1) blir

V2, —1) = 4i+2j = (4,2).

(b) Vi vet sedan tidigare att tangentplanet i en punkt (a,b) ges av ekvationen

Z = f(avb)+f1(a’b)(x_a)+f2(avb)(y_b) = f((l,b) —I—Vf(a,b) : (x_a7y_b)7

s lat oss utvérdera funktionen och derivatorna i den givna punkten (a,b) = (2, —1):

f(27 _1) =3
2. -1) =4
f2(2,-1) =2

Tangentplanet ges alltsa av ekvationen

2=34+4(x—2)+2y+1) — dr+2y—2=3

(¢) Som visag langre upp ar f(2,—1) = 3, sa vi ar intresserade av tangentlinjen till nivakurvan
z?—y? =3

i den givna punkten (2, —1). Vi sag dven att tangentplanet till hela funktionsytan i den
givna punkten (2, —1) ges av ekvationen

doe +2y — 2z = 3.

Nivakurvan f(z,y) = 3 definieras genom att begrinsa oss till ett enda z-varde, z = 3,
och kasta bort alla andra z-virden. Eftersom tangentplanet tangerar hela funktionsytan i
punkten (2, —1) sa maste vi kunna sétta z = 3 i tangentplanet och fa en linje som tangerar
nivakurvan i samma punkt. Vi far alltsa tangentlinjen till nivakurvan genom att sétta
z = 3 i ekvationen for tangentplanet:

drx+2y—3=3 — dx+2y==6 = 2r+y=3
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Detta argument kan kénnas abstrakt, men om man ténker efter en stund och forsoker
visualisera det hela sa borde det klarna nagot. Forestall er funktionsytan och tangentplanet
plottade i samma graf och ténk er att ni suddar ut allting forutom det som ligger pa det
horisontella planet z = 3. Om tangentplanet tangerade hela ytan i punkten (a,b) sa maste
den linje som aterstar av tangentplanet, efter att ni har tagit bort alla andra z-virden &n
z = 3, ocksa tangera den del av funktionsytan som aterstar - det vill siga nivakurvan.

Figure 1: Det roda tangentplanet tangerar ytan z = 22 — y2 i punkten (z,y, z) = (2, -1, 3).
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Problem 12.7.1. TMA04

— Nivakurvan f(z,y) =3
—— Tangentlinjen 2x +y =3

10

Figure 2: Den réda tangentlinjen tangerar nivakurvan 22 —y? = 3 i punkten (z,y, z) = (2, -1, 3).
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Problem 12.9.7.

Berédkna Taylorpolynomet av
Floy) = 5
T,Y) = ——————
R - 2y
runt punkten (a,b) = (2,1).
Lo6sning: De forsta termerna i Taylorpolynomet runt punkten (2,1) ges av

flz,y) = F2,1) + f1(2,1) (@ — 2) + f2(2,1)(y — b)+
= %[fn(Z, Dz —2)2+2f12(2,1)(z —2)(y — 1) + faa(2,1)(y — b)Q} .

sa lat oss borja derivera. Den partiella derivatan med avseende pa x ges av

0 1
= _—Q24z-2)) t=—-15s24+2-2) 2xl=—-—-——
fi(z,y) (‘336( + 2z —2y) * (242 —2y) "% 2+ 2y)2
och pa samma séitt finner vi den partiella derivatan med avseende pa y:
2
fala,y) = w
Andraderivatorna ges av precis likadana berdkningar som forstaderivatorna:
2 4 8
fu(z,y) = ma f12(xvy)__mu fzz(%y)—ma
och vi kan nu utvéirdera alla dessa funktioner i punkten (2, 1):
1 1 1
f(7 ) 9’ f1(7 ) 4’ f2(a ) 2’
1 1
fu21) =, f12(2,1) = =3, f22(2,1) = 1.
Taylorpolynomet runt punkten (2,1) blir darfor
1 1 1 ) 1 )
@) =572+ 5D+ -2 -2 -2y 1)+ 512+ =

O — N =

(2 + 10z + 4y* + 28y — 162y — 20) + - - -
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Figure 3: En jamforelse mellan den exakta funktionsytan (blagrén) och Taylorpolynomet (réd),
for 1.95 < z < 2.05 och 0.95 < y < 1.05. Taylorpolynomet approximerar ytan val eftersom vi
tittar pa punkter nira (2,1).

Y ' x

Figure 4: En jamforelse mellan den exakta funktionsytan (blagrén) och Taylorpolynomet (réd),
for 1.7 <z < 2.3 och 0.7 < y < 1.3. Approximationen dr mycket dalig fér manga punkter langt
bort fran (2,1). Approximationen hade varit battre om vi hade tagit med fler termer av det
oandligt langa Taylorpolynoomet.
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Problem 12.9.13.

Visa att ekvationen
rsiny =y + sinax,

for & ndra x = 0, har en 16sning y = f(x) som uppfyller f(0) = 0. Berdkna Taylorpolynomet av
16sningen f(z) upp till de tre forsta nollskilda termerna.

Lo6sning: Skriv om ekvationen som
F(z,y) =0
dar F(z,y) = xsiny —y — sinx. Notera forst att F'(0,0) = 0 och att

oF
Fy(z,y) = oy xcosy — 1

har vérdet F»(0,0) = —1. Implicita funktionssatsen, det vill siga Sats 8 i kapitel 12.8, ger da
att ekvationen har en 16sning y = f(z) med f(0) = 0.

Vi kan inte berékna f(x) exakt men vi kan hitta de forsta Taylorkoeffcienterna. Vi ansétter

y = f(x) = a1z + ax® + azz® + aga® + - - (ap = 0)
och pluggar in detta i Taylorutvecklingen for sin y:
3 5
my—v— LY.
Y=Y T T

vilket ger ett bokigt uttryck pa formen

siny = |:CL1£IJ+CL2£L'2 + az2® + aqzt +...}_

1 2 3 4 3
6{a1x+a2x + a3z’ + asx —l—} + -
Det hér uttrycket kan vi mata in i den ursprungliga ekvationen

rsiny =y +sinz
for att fa en ekvation i termer av x:

- - 3
x[a1x+a2x2+a3xd—|—a4:1:4—|—~-~} —%[aﬁ:—!—agxz—|—a3:1:‘3+a4x4—|—~-~} +-=

. 1
:[alirang+a3:173+a4x4+~~~} + [:17761'3+~~}

Jamfor nu koeffcienterna av samma potenser av x pa bada sidor om ekvationen:

) 1
z:0=a1+1, % :ay = as, xd:azzagfg,
Detta sager oss att
ayp = -1
ag = -1
as = —%
sa Taylorutvecklingen av f(z) ar
2 9.3
flz)=—x—2 — ¢ +
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Problem 13.1.3.
Bestam och klassificera kritiska punkter till

flzy) =2 +y° = 3ay

Lo6sning: Om (a,b) ar en kritisk punkt sa forsvinner gradienten:

Vf(avb) = (fl(aab)an(a’b)) =0.

I vart fall ar
filz,y) = 322 — 3y och fa(z,y) = 3y? — 3z

sa for att (z,y) ska kunna vara en kritisk punkt maste den uppfylla de tva ekvationerna
322 -3y =0 <<= 22=y
3?2 —-3x2=0 = y’==

vilket implicerar att

() =y =2z = zt—z=0.

Ett sdtt att 10sa denna ekvation &ar att separera den som
et —r=z@® 1) =z -1 +z+1)=0

Den sista faktorn &r strikt positiv for alla x och kan aldrig vara lika med 0, sa de enda nollstéllena
till den héar funktionen fas da antingen den forsta faktorn eller den andra faktorn ar lika med 0.
Med andra ord &r nollstillena

=0 och =1

Vi vet att y = 22 i de kritiska punkterna, si de tva kritiska punkterna &r
(0,0) och (1,1).

Det aterstar nu att klassificera de kritiska punkterna, vilket kraver att vi tittar pa Hessianen;
matrisen bestaende av alla partiella andraderivator. Hessianen ar lika med

men =[50 G- 15

vilket i den kritiska punkten (0,0) blir

H(0,0) = [_03 _ﬂ

Theorem 3 i Kapitel 13.1 sdger att om (a,b) &r en kritisk punkt och
(a) Om H(a,b) &r positivt definit sa &r (a,b) ett lokalt minima,
(b)

(¢) Om H(a,b) ar indefinit sa ar (a,b) en sadelpunkt, och
(d)

(
Om H(a,b) ar negativt definit sa &r (a,b) ett lokalt maxima,
(

Om H(a,b) ar varken positivt definit, negativt definit eller indefinit s& ger det hér testet
ingen information. Punkten (a,b) kan fortfarande vara, sig, ett lokalt maximum men vi
vet helt enkelt inte.
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Pa sidan efter detta teorem finns dven en Remark som omformulerar teoremet i termer av
determinanter:

(a) Om det H(a,b)
(b) Om det H(a,b) > 0 och fi1(a,b) < 0 sa ar (a,b) ett lokalt maxima,
(¢) Om det H(a,b)

> 0 och fi1(a,b) > 0 sa ar (a,b) ett lokalt minima,

< 0 sa &r (a,b) en sadelpunkt, och
(d) Om det H(a,b) = 0 sa ger det hér testet ingen information.

I vart fall har Hessianen H (0, 0) determinanten 0x0—(—3)*(—3) = —9. sa detta &r en sadelpunkt.
Hessianen for den andra kritiska punkten (1,1) &r

H(1,1) = [_63 _63}

som har determinant 6 x 6 — (—3) x (—3) = 27 > 0, sa punkten (1, 1) &r en lokal minimipunkt.
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Problem 13.2.1.

Hitta max och min av funktionen

flay) =z —a® +y°

pa rektangeln
R={(z,y) eR*|0<2<20ch0<y<1}

Losning: Vi borjar med att leta upp de kritiska punkterna dér gradienten forsvinner:

{fl(x,y) = 1-2z = 0
f2($ay) = 2y =0

vilket har den enda 16sningen (z,y) = (1/2,0). Denna punkt ligger pa randen av triangeln:

251
ol
15F
D
L e 1
1
1
1
1
1
o5} :
1
1
1
1
1
(2’0) !

Randen bestar av fyra stycken segment - lat oss underséka dem separat.

(1) Det forsta segmentet utgors av linjen dér « = 0, vilket implicerar att funktionen har vérdet

f(x,y) = f(0>y) = 92'

Detta ar en strikt 6kande funktion pa intervallet 0 < y < 1, sa vi slar fast att

{f(0,0) = 0 (min)
f(0,1) = 1 (max)

(2) Lat oss nu titta pa det segment som utgdrs av linjen z = 2. Déar ar

f(:c,y) :f(2>y) 292_2
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Aterigen har vi en strikt 6kande funktion, si min- och max-vérdena finnes i hérnpunkterna:

{f(?,()) = -2 (min)
F21) = 1 (max)

(3) Nu tittar vi istéllet pa det lodréta segmentet y = 0, dar
f(,y) = f(z,0) =z —a® =: g()

Vi har infort funktionen g(x) = z—2? for att betona att det hiir dr ett problem i en variabel
och att vi darfor kan anvéinda kunskap fran envariabelanalysen. Hur hittar vi min- och
maxvardena till en funktion i en variabel Gver ett inverall? Undersék dndpunkterna pa
intervallet samt de punkter dar derivatan forsvinner. Derivatan ges av

fi(z,0)=1-2x

vilket alltsa innebér att funktionen har den enda extrempunkten z = 1/2. Indeed, vi tittar
just nu pa segmentet y = 0 sa detta dr den punkt (z,y) = (1/2,0) som vi redan har hittat.
Vi har alltsa tre kandidater féor min- och maxpunkterna, namligen de tva hérnpunkterna
samt extrempunkten, och vi finner att

9(1/2)=1/4,  g¢(0)=0, g¢(2)=-2,
vilket innebar att

{f(2,0) = 9(2) = -2 (min)
f(1/2,0) = g¢(1/2) = 1/4 (max)

(4) Det sista segmentet ar det lodriata segmentet y = 1, déar
fla,y) = fla, 1) =z —a® +1

Aterigen har vi en extrempunkt for = = 1/2, sa lat oss titta pa funktionsvérdena for denna
punkt och for de tva dndpunkterna:

f(1/2,1)=5/4, f(0,1) =1, f(2,1)=-1

vilket innebar att vi har har min- och max-vardena

4f(2,1) = -1 (min)
f(1/2,1) = 5/4 (max)
Slutsats: Pa rektangeln R har vi
min:  f(2,0) = -2
max: f(1/2,1) = 5/4
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Problem 13.3.4.

Finn maximum och minimum av funktionen

[y, 2) =0 +y—=z

over sfaren

?+yP 22 =1
Losning: Lat oss 16sa problemet med hjilp av Lagranges multiplikatormetod, eller Lagrange
multipliers som det heter pa engelska. Denna metod bygger pa Theorem 4 i sektion 13.3, som
sdger att om (zg, yo) ar en extrempunkt tilll funktionen f(x,y) under bivillkoret g(z,y) = 0, sa
existerar ett A\g sadant att (zo,yo, Ao) ar en kritisk punkt till Lagrangianen

L(:ay,)\) = f(xvy) + )\g(x,y).

Det finns dven ett par andra kriterier som maste vara uppfyllda for att teoremet ska gélla, men
kriterierna &r ganska snélla - jag rekommenderar er att lisa teoremet och forsoka forsta beviset.
Det som gor teoremet s& bra &r att det later oss hitta extrempunkten (xg, o) genom att leta
efter kritiska punkter till Lagrangianen.

Teoremet fungerar dven i tre dimensioner och ar darfor tillampbar pa var funktion f(x,y, z).
Bivillkoret kan uttryckas som

g(@,y,2) =" +y* +2° —1=0,
och var Lagrangian blir darfor
L(%%Za)\) :f(.’L',y,Z)-i-Ag(iU,y,Z) =x+y—z+)\x2+)\y2+)\z2 - A

Lat oss nu berdkna Lagrangianens gradient, sa att vi kan soka efter kritiska punkter:

oL OL

Ox T AAT, Oy +2y

oL OL

— =1 2 = 2 2 2 1=

P T2z, e =ty 4z 9(z,y, 2)

Nista steg ar alltsa att leta efter punkter (z,y,z,\) dar alla dessa fyra derivator férsvinner.
Notera att derivatan med avseende pa A ar precis funktionen g(x, y, ), sa den derivatan forsvinner
om och endast om bivillkoret g(z,y, z) = 0 dr uppfyllt.

Den forsta derivatan kan skrivas om som

oL 1
— =142Xx=0 <~ 2 x = —1 <~ =——,
ox e o v 2\
och vi gor motsvarande omskrivning for y och z. Gradienten forsvinner saledes for
1 1
r=— z2=+4+—

YT T 2)

och det enda som aterstar ar att hitta passande A. Har kommer bivillkoret in, fér vi kan stoppa
in ovanstaende uttryck for x,y, z i bivillkoret och fa ett kriterium som A\ maste uppfylla:

1)\2 1?2 1\> 3
2 2 2 _ _ J— = —
1=a2?+y>+2 _< 2A> +< 2A> +(+2A) VL
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1
A=y/2
\/g

Matar vi in dessa varden pa A i uttrycken for x,y, z sa far vi de tva extrempunkterna

vilket implicerar att

1 1
z,y,2) = —(+1,+1,—1 och z,y,2) = —(—1,—1,4+1).
(2,9,2) \/g( ) (z,y,2) \/g( )
Funktionens maximum och minimum, givet bivillkoret, &r alltsa
1 1 1 1 1 1
+—t—,—— | =3 respektive — =] = V3.
1+ 57 7s) P (-57+)
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Problem 14.1.14.

Utvéardera genom inspektion dubbelintegralen

//D(:c—i—?:)dA

D:{(x,y)€R2‘O§y§ 4—1:2}

over den halva disken

Lo6sning: Vi borjar med att dela upp integralen i tva delar:

//D(z+3)dA://Dsz+//D3dA,

och noterar att den andra termen ar 3 ganger arean av regionen som vi integrerar 6ver:

2
//3dA:3*// 1 dA = 3+ area(D) = 3% " — 34 ™ _ g

Vad som kan vara lite svarare att se ar att den forsta termen i integralen forsvinner:

| #aa=o

Anledningen varfor integralen forsvinnner ar att halvdisken adr symmetrisk kring y-axeln, vilket
innebér att vi for varje punkt (z,y) med positiv z-koordinat har en likadan punkt (—z,y) med
negativ xz-koordinat. Integranden z har alltsa positivt tecken nér vi befinner oss pa den hogra
halvan av disken och negativt tecken nér vi befinner oss pa véanstra halvan av disken, och bidragen
fran dessa tva halvor tar ut varandra. Sammanfattningsvis ar alltsa

//D(x—i—3) dA = 6.
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Problem 14.1.15.

Utvéardera genom inspektion dubbelintegralen

//T(J:—l-y) dA

T = {parallellogram med horn i punkterna (2,2), (1,-1),(-2,-2),(-1,1)}

over parallellogrammet

Losning: Nyckeln till den har uppgiften ar att linjen x + y = 0 skér parallelltrapetsen mitt itu,
vilket innebér att  + y > 0 snett ovanfor linjen och = + y < 0 snett nedanfor linjen. Bidragen
fran dessa tva delar tar ut varandra, sa

//x+ydA:O.
T
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Problem 14.2.2.

Berdkna den itererade integralen
1 T
/ (/ (zy +y°) dy> de
0 0

flx) = /:(xy +y%) dy

kan berdaknas for varje fixt virde pa x, det vill sdga genom att se = som en konstant. Precis som
vi gor nér vi berdknar partiella derivator. I det hér fallet blir

x 2 31Yy== 3 3 2 3 3 3
2 Yy Yy x x z %0 0 x x 5 4
d:* —_— = | — — | — —_— ) = — _—= = .
/O(xyﬂl)y [2+3]_ (2+3) (2+3> Tt ="

y=0

Losning: Integralen

Den itererade integralen blir darfor

1 x 15 5
/ (/ (zy + %) dy) dx:/ “xdde = =
o \Jo o 6 6
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Problem 14.2.18.

Sketcha integrationsdoméinen och berdkna

1 /3
Iz/dx/ V1—y* dy.
0 T

Losning: Integrationsdomamen méangden av punkter som ligger 6ver den réta linjen y = x och
under kurvan y = /3, f6r 0 < 2 < 1. Annorlunda uttryckt,

D:{(x,y)ERz‘Ongl,xgygxl/?’}

Notera att kurvorna méts i startpunkten (0, 0) och slutpunkten (1, 1), sa D innesluts av kurvorna.

Den hér integralen gar att berdkna genom att bérje med integrationen med avseende pa x. Da
skriver vi istéllet om y som en funktion av x:

D={(z,y) |0<y< 1Ly’ <z <y}
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och vi finner, eftersom integranden inte beror pa z,
1 Yy 1 z=y
I:/ dy/ \/1—y4dx:/ \/1—y4{x} dy =
0 3 0 r=y3
1 1 1
=/ vl—y4(y—y3)dy=/yx/l—y4dy—/ Y’ V1 -yt dy =
0 0 0

u=y?, du=2ydy v=1—y%, dv=—4y3dy

e 10
:7/ \/17u2du+f/ Vo dv=:1; + I
2 Jo 4 )1

Lat oss berdkna de tva integralerna var for sig. Om vi byter ut integrationsvariabeln « mot x sa
kan den forsta integralen skrivas

1
11:%/ V1 —22 dz.
0

Integranden y = v/1 — 22 beskriver randen till cirkeln
Pyt =1,

och vi befinner oss i forsta kvadranten eftersom vi bara tar i atanke den ickenegativa roten (dvs de
ickenegativa y-véirdena) och 0 < x < 1. Eftersom integralen ger oss arean under kurvan, innebér
detta att var integral &ar lika med arean hos en fjardedels cirkel med radien 1, multiplicerat med
den faktor 1 som star framfor integralen. Alltsa:

1 mr? s
n=3sTr=[r=1]=1%.
Den andra integralen gar latt att rdkna:
I 1 1
I =~ d—f[?’/ﬂ T
2= /1 Vz dz a7 0 G G

sa det foljer att
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Problem 14.2.20.

Finn volymen av regionen som ligger under z = 1 — 2% — 3% och 6ver > 0, y > 0, x +y < 1.

Losning: 1 envariabelanalysen larde vi oss att en integral

/abf(a:) dzx

ger oss arean mellan z-axeln och grafen till f(x), i intervallet [a, b].

xbild+*

P& precis samma sétt ger dubbelintegralen

//Df(sc,y) dA

oss volymen mellan zy-planet och funktionsytan z = f(z,y), 6ver regionen D.
xbildx

Med andra ord finner vi volymen av regionen genom att berdkna integralen

V:// 1 — 2% —y? dady
D

D:{(amy)ERQ’sz, y >0, x—i—ygl}.

over ytan

For varje z i intervallet 0 < a < 1 géller att 0 < y < 1 — z, sa dubbelintegralen kan skrivas om
som den itererade enkelintegralen

1 1—x
V://l—x2—y2dA:/ </ 1—x2—y2dy>dx:
D 0 0
1 37y=1—=x
]
3 1,0
1 RPRY:
/<1—x (1—z)z® - M) dz =
0
2
3

3

1 1 471 1 1
3_2 d — 74_ 2 — :7_1 —_——= =
/0 T :c+3 xr = 633 x+3x +
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Problem 14.5.7.
Berékna trippelintegralen

I:///xy+z2 dv
R

R={(z,9,2) |0<2<1—|z| -y}
Hall utkik efter forenklingar.

over mangden

Losning: Maingden R bestar av fyra stycken likadana regioner, en for varje kvadrant, och
eftersom z > 0 blir den totala domémen R en pyramid.

R

10490490 O \
KRNI
KON

FXX
R
kN ,;0.0.0'0.0.0'0.0.0'0.0.0 0.0.0.0 0.0 XX 0.0.0'0.0.0'0.0.0'0.0.0'0.0.0.0'0;\
.;0.0.0.0.0.0.0‘0.0.0‘0.0.0‘0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0‘0.0.0‘0.0.0‘0.0.0.0.0.0;\
OO XXX XXX XXX XXX X

00
R0

Dela nu upp integralen i tva termer:

I:///ny+22 dV:///nydV+///RzQ AV =1 + L.

I den forsta integralen I noterar vi att integranden xy ar positiv i tva kvadranter och negativ i tva
kvadranter, samt att R &r symmetrisk kring z- och y-axeln. Tillsammans ger dessa egenskaper

att
// zy dedydz = 0.
R

Symmetrin hos doménen R innebér &ven att den andra integralen I har samma virde 6ver varje
kvadrant, sa det racker att vi berdknar integralen 6ver en kvadrant och multiplicerar med 4. Lat
oss valja den forsta kvadranten R; av R, ddr x > 0 och y > 0, vilket ger den Gvre grénsen

z=1—-z—y = r+y+z=1,

Om man vill hitta en godtycklig punkt i den férsta kvadranten av méngden R sa kan man alltsa
félja den hér proceduren:
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Steg 1. vilj en z-koordinat som uppfyller 0 < z < 1,
Steg 2. vilj en y-koordinat som uppfyller 0 <y <1 — z, och
Steg 3. vilj en z-koordinat som uppfyller 0 <z <1—2z—y.

Det ar pa detta vis som vi tar fram integrationsgrénserna néar vi gér om trippelintegralen till en
itererad enkelintegral:

1 11—z l—z—y
I, = /// 2% dedydz = 4/// 2% dadydz = 4/ / / 2% dzdydz
R Ry 0 0 0

Integranden beror varken pa x eller y sa vi kan skriva om integralen som

1 1—= l—z—y
12:4/ z2</ / 1dmdy>dz:
0 0 0
1 1—=
:4/ 22</ 1—z—ydy>dz:
0 0
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Problem 14.6.1.

Berikna volymen av regionen som begrinsas av konen z = /2 + y2 och sfiaren 2% +y%+2% = a?.

Lo6sning:

Uppgiften ar alltsa att berdkna integralen

Vz///RldV,

6ver den region R som ligger ovanfor/inuti konen och fortfarande innanfor sfaren. Det enklaste
sittet att 16sa den hdr uppgiften ar att ga over till sfariska koordinater:

T = rcosfsin ¢ 0<r<a
y=rsinfsing , 0<60<27w
zZ =T7cos¢ 0<op<m

vilket ger volymelementet
dV = r?sin ¢ drdfde
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Figure 5: Illustration av sfiriska koordinater. Idén bakom sfiriska koordinater ar att man kan
se sfdren som en samling av odndligt manga horisontella cirklar, en cirkel fér varje z-koordinat,
och anvénda poléra koordinater for att beskriva z- och y-koordinaterna pa varje cirkel. For varje
varde pa vinkeln ¢ far vi en z-koordinat z = r cos ¢ samt radien r sin ¢ hos motsvarande cirkel,
vilket ger de poléra koordinaterna x = rsin ¢ cos och y = rsin ¢ sin 6. |(bildkélla)

Ett sétt att berdkna volymen hos en boll ar via foljande procedur:

Steg 1. Dra en linje fran origo till en godtycklig punkt pa bollens yta och rdkna ut linjens langd
genom att integrera med avseende pa r (laingden kommer forstas vara bollens radie).

Steg 2. Lat linjen rotera ett varv runt z-axeln och berékna arean av den kon som bildas, genom
att integrera med avseende pa den horisontella vinkeln 6.

Steg 3. Konens tjocklek och hojd bestdms av den vertikala vinkeln ¢ mellan z-axeln och linjen
fran Steg 1. Om punkten vi véljer i Steg 1 ligger néra bollens nordpol sa blir vinkeln ¢
liten och konen blir hég och smal; om punkten vi véljer ligger néra ekvatorn sa blir vinkeln
¢ stor och konen blir 1ag och bred. Varje punkt i bollen ligger pa exakt en sadan kon och
varje kon kan beskrivas av vinkeln 0 < ¢ < 7 som beskriver dess h6jd och bredd, sa vi kan
rakna ut volymen genom att “summera”’ samtliga koners ytarea for varje varde pa ¢ - det
vill séiga att integrera med avseende pa ¢. Se Figur [0}
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Problem 14.6.1. TMAO044

Figure 6: Sfiaren kan ses som en samling av koner, en f6r varje virde pa den vertikala vinkeln ¢.

Problemet i den har uppgiften kan 16sas genom att vi, istéllet for att integrera 6ver hela intervallet
0 < ¢ < m, bara integrerar fran 0 till den vinkel ¢ som beskriver konen z = y/x2 + y2. Vi kan
hitta denna vinkel genom att sitta x = 0 och notera att konens ekvation da blir z = |y|; detta
innebér att linjen z = y ligger pa konen och denna linje har lutningen ¢ = 45° = /4 radianer.
Vi ska alltsa integrera ¢ fran 0 till 7/4.

/4 27 pra
V:///ldV:/ / / r?sin ¢ drdfdeg =
R 0 0 0

/4 27 a3
:/ / 5 sing dodo =
0 0
/4 3
:/ 27;“ sin ¢ d =
0
2ra’® /4 21ad 1
= - = 1——).
3 { Cosd’h 3 < ﬁ)
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Problem 14.6.5.

Berékna volymen av omradet R som ligger
1. ovanfor zy-planet,
2. inuti konen z = 2a — \/m, och
3. inuti cylindern z2 + y? = 2ay.
Losning:

Lat oss ga oOver till cylindriska koordinater:

x =rcosf
y=rsind
2=z
med volymelementet
dV =r dzdrdf

Da kan konens ekvation skrivas om som z = 2a — r och cylinderns ekvation blir
r? = 2arsinf = r = 2asinf.

Konen och cylindern har plottats i Figurerna och som vi kan se ligger omradet helt i den
forsta och den andra kvadranten. Varje punkt i omradet R kan darfor hittas via féljande process:
Steg 1. Vilj 0 < 0 < 7, dér intervallet bestdmts av de tva kvadranterna.

Steg 2. Vilj 0 < r < 2asinf, dar den 6vre begrinsningen bestdmts av cylinderns ekvation.

Steg 3. Vilj 0 < z < 2a — r, dir den 6vre begransningen bestadmts av konens ekvation.

Eftersom varje punkt i omradet R kan véljas via denna procedur sa far vi volymen av omradet
genom foljande integral:

g 2a sin 0 2a—r
Vz///lde// / r dzdrdf =
R 0 0 0
T 2a sin 0
= / / (2a — r)r drdf =
0 0
T 1 r=2a sin 6
= / [ar2 — r3] do =
0 3 r=0
3
/
4a

g 8
4a sin® 6 — %sin?’e do =
T 3 T 3
3/ sin? 0 d9—8i/ sin® 0 d6 = 2ra® — 32a .
0 3 Jo 9

/2 4/3
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Figure 7:
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— -3

Figure 8:
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Problem 15.1.3.

Problem 15.1.3.

Skissa vektorfiltet
F(z,y,2) = yi+ai

och bestam dess faltlinjer.
Losning: Filtlinjerna ges av ekvationen

dr _ dy

P B
vilket 1 vart fall blir

d d
@_Y = zdr =y dy = /xdx:/ydy.
Y x
Bada dessa integraler kan berdknas utan problem och vi finner att
1 1
—rl e =yt = 22 —y* =2(ca — 1),
2 2 &2 U

C

sa faltlinjerna ges alltsa av ekvationen

foyQ:c

Vi skissar vektorfaltet genom foljande process:

1. V&lj ut en punkt (z,y) i planet, exempelvis (—3,1).

2. Berdkna F(z,y):
F(-3,1)=1i-3j

o1
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Problem 15.1.3. TMAO04

3. Undersok hur vektorn F(—3,1) =i — 3j ser ut om vi placerar den med startpunkt i origo:

i-3j

4. Tag samma vektor men lat dess startpunkt vara (x,y) = (=3, 1) istéllet:

ol
3l
Pl
4k
Il \ Il Il Il Il Il Il
-4 -3 2 1 1 2 3 4
q+
2+
3
4+

Léangden hos en enskild vektor ar inte viktig, det ar battre att géra den kortare:
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5. Upprepa samma process for manga fler punkter (z,y):

//////fwlh\

NN | TS
//////A/MMM\\\\\\
NN TS
NN NNl DT
LN
L S R AR
Ly oy S AR VO
F ot RN
A T
R IR
PP IRRNNNARAR
SIS e DTN
\\\\\\\le///////
S el TTINNN
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De olika ldngderna pa pilarna reflekterar faktumet att olika faltvektorer F(z,y) ar olika langa.
Léangre faltvektorer far langre pilar, men man har skalat ned alla langder. Om vi séger att zy-
planet utgor en karta dver nagon region i véirlden och faltet F(z,y) representerar vindriktningen
pa positionen (z,y) sa svarar en storre pil mot en storre vindstyrka. For en tydligare illustration
av detta exempel, se féljande hemsida: https://earth.nullschool.net

Notera att faltlinjernas ekvation

c=a? 4

kan tolkas som nivakurvor till funktionen

2z =x? -y

Dessa nivakurvor foljer pilarnas banor, viket forklarar varfor de kallas faltlinjer:

Figure 9: De svarta pilarna illustrerar faltet F(x,y) = yi 4+ zj. De fargade kurvorna illusterar

faltlinjerna ¢ = 22 — y? for olika virden pé ¢ och kan betraktas som nivakurvor till z = 22 — 2.

54


https://earth.nullschool.net

Problem 15.1.6. TMAO044

Problem 15.1.6.
Skissa vektorfaltet som ges av
F=V¢ for ¢(z,y)=2—y,

och bestam dess faltlinjer.

Losning: Vektorfaltet kan skrivas som

0 0
Ox dy
sa faltilnjernas ekvation uppfyller
de dy 1 [dx
— == —= | — =/ 1dy.
2w -1 2 / o / y
Vi drar slutsatsen att
1 fde 1 In | +
y=-3 = gl c.

Figure 10: De svarta pilarna illustrerar féltet F(x,y) = 2zi — j. De fargade kurvorna illusterar
faltlinjerna y = —%In|z| + ¢ <= c¢=y+ % In|z| for olika viirden pa ¢ och kan betraktas som
nivakurvor till z =y + 1 In|z|.
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Problem 15.2.1.
Avgor huruvida vektorféltet

F(z,y,z) = xi — 2yj + 3zk
ar konservativt och hitta i sa fall dess potential.

Losning: Ett vektorfilt dr konservativt om det kan skrivas som gradienten av en potential:
F=V¢
for ndgon funktion ¢ : R3 — R, vilket i s& fall innebér att

L0 06 09

mn=2 - -2
1 81', 2 ay, 3 9z

En sadan funktion ¢ maste uppfylla ekvationerna

0% B 0% 0%¢ B 0% 0% B 0%
oyox  0x0y’ 020x  0x0z’ 020y  Oydz’

eftersom det inte spelar nagon roll i vilken ordning vi deriverar funktionen, och om vi skriver
ovanstaende ekvationer i termer av Fy, Fy, F3 far vi ekvationerna

oFy  0F, oFy  OF3 oF,  OF3 (5)
oy  ox’ 0z Oz’ dz Oy’
Ovanstaende ekvationer maste vara uppfyllda om F ska kunna vara ett konservativt vektorfalt;
om ekvationerna inte &r uppfyllda sa kan det inte existera nagon funktion ¢ sadan att F = V¢.

I vart fall ar

Flz.'IJ
F2=—2y s
F3:3Z

och man kontrollerar enkelt att detta vektorfalt uppfyller ekvationerna . Detta innebér inte
nodvandigtvis att vektorfaltet &r konservativt, men vi har inte lyckats avfarda mojligheten.

Om F = V¢ sa maste vi ha att

2
Y_poe = o= 0w

Ox
foér nagon funktion C(y, z) som &r oberoende av z. Pa samma sétt far vi att
o z2
—=F=-2 = = >+ 0(z
Dy 2 Yy ¢ 5 Ut (2)

for nagon funktion C(z) som &r oberoende av x och y. Slutligen far vi att

0¢ x? 5 322
5, — [3=3% = ¢=75 -yt

for nagon konstant ¢. Vi har alltsa funnit en potential

+c

2 322

242
(ﬁ(l‘,y,Z)— 2 Yy + 2 +C>

sadan att F = V¢ och vi drar darmed slutsatsen att vektorféltet F ar konservativt.
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Problem 15.2.3.

Avgor huruvida vektorféltet
i — yj
x2 + g2

F(z,y) =
ar konservativt och hitta i sa fall dess potential.

Losning: Ett konservativt vektorfalt maste uppfylla ekvationen

or, _or,
oy oz’
men i detta fall finner vi att
OFy 2y OF, 2y
—_— = och —t =
Oy 2 4y oz 2 4y

Ekvationen &r alltsa inte uppfylld, sa vektorfaltet F &r inte konservativt.
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Problem 15.2.4.

Avgor huruvida vektorféltet
F(z,y) = i+ yj

ar konservativt och hitta i sa fall dess potential.

Losning: Vi borjar med att kontrollera den vanliga ekvationen:

OF}; 2z 0F,

- @ e e
Ekvationen ar uppfylld, sa vektorfiltet kan vara konservativt. Om vektorfiltet ar konservativt,
det vill siga att F = V¢ for ndgon potential ¢ : R? — R, sa maste vi ha
0 0
¢_p z ¢ _ y

@ = h
Ox Va2 ¢

— =F=—.
oy P P+
Integrera den forsta av dessa ekvationer:

= g2 2 1 [d 1
r=zx°4+vy ]_ lziln(x2+y2)+0(y),

x
¢(x’y):/m2+y2dx:[dr:2xdx 2 r

for nagon funktion C(y). Vikan fa information om funktionen C(y) genom att derivera ovanstaende
uttryck for ¢ med avseende pa y och jamfora med var kdnda funktion F:

y __p 90 0 (1 2 0 __ /
x2+y2_F2_8y_8y (21n(x + %)+ C(y) —x2+y2+0(y),

sa 1 detta fall &r C’(y) = 0, vilket innebér att C(y) dr konstant. Potentialen kan darfor skrivas
1
d(x,y) = 3 In(z® + %) + ¢

for nagon konstant c.
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Problem 15.3.2.

Lat C vara den koniska helixen med parameterisk ekvation

xr =tcost
y=tsint 0<t< 27,
z=1

Finn
/ z ds.
C

Losning: For att se varfor kurvan bildar en konisk helix, notera att koordinaterna uppfyller

konens ekvation

2 2 2
5=z +vy°,

och att zy-koordinaterna tillsammans beskriver en cirkulér rorelse vars radie viaxer med t. Efter-
som z-koordinaten ocksa véxer med ¢ far vi en konisk helix, se Figur

35
30
25
20
15

10

Figure 11:
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Lat oss nu berdkna integralen i uppgiften. Berdkna forst

or

dsza

och mata sedan in detta uttryck i integralen:

o u=2+t?
/ZdSZ/ tV2+t2dt = du = 2t dt
C 0

2<u<4r? 42

Integralens vérde ar alltsa

N =

4w 42
2] L
3 9 3

60
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dt = \/(cost — tsint)2 + (sint + tcost)? + 1 dt = /24 2 dt
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Problem 15.4.8.
Utvéardera kurvintegralen
yngy? dz 4+ 23y dy
dér kurvan C gar ett moturs varv runt kvadraten med horn i punkterna
(0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Lo6sning: Det ar véldigt enkelt att berdkna integraler langsmed réta linjer och kvadraten bestar
av fyra sadana:
C = Czo + Cly + Czl + COya

dar Cpo ar linjestycket 0 < = < 1 och y = 0, och sa vidare. Vi maste &ven komma ihag
orienteringen nér vi beréknar vara integraler, sa nér vi integrerar Gver linjestycket Cp, som
uppfyller x = 0 och 0 < y < 1, sa ska vi integrera uppifran och ned (dvs fran 1 till 0 dy) snarare
an nedifran och upp. Vi far alltsa de fyra integralerna

55 2?y? do 4+ 23y dy = / z?y? do + 23y dy + / z%y? dx + 23y dy+
c Cxo Ciy

—|—/ 2?y? dz + 23y dy +/ z?y? do + 23y dy
Ca1 Coy

Den forsta integralen &r som sagt 6ver linjen 0 <2 <1lochy=0 = dy =0, sa

1
/ $2y2dx+x3ydy:/x2*0dx:0.
Cm() 0

Den andra gralen &r 6ver linjen z =1 = de=00ch 0 <y <1,sa

! 1,]" 1
/ z?y? dx + 23y dy:/ 1xydy = {Qyz} =5
Cly 0 0

Den tredje integralen &r 6ver linjen 0 < x <1 och y =1 = dy = 0 men integralen ska ga fran
fran hoger till vanster, det vill sdga fran x = 1 till z = 0. Saledes ar

) 0 1. 0 1
/ 22y? dz + 23y dy:/ 22 %1 de = {IS} ——
Cz1 1 3 1 3

Den fjarde integralen &ar 6ver linjen = 0 = dz = 0 och 0 < y < 1 men integralen ska ga
uppifran och ned, det vill sdga fran y = 1 till y = 0. Saledes ar

J

1 1 1

2,2 3
d dy=0+-—--+0=—.
ygxy r+ 27y dy +2 3+ 6

0
z2y? dera?Sydy:/ 0xy dy =0.
1

Oy

Det foljer att

61



Problem 15.4.17. TMAO04

Problem 15.4.17.

Berékna integralerna

(a) gg © dy, (b) ;zgy dz,

runt kurvan C.

Figure 12: Kurvan C 16per moturs runt en halvdisk med radie a, och utgors av den riata delkurvan
Cy och den cirkuldra delkurvan Cy. Denna bild har genererats med radien ¢ = 1 men i uppgiften
later vi radien a vara godtycklig.

Losning: Vi utfor integrationen 6ver C; och Cy separat:

(a) %xdyz/axdy—&—/mdy
C Cy Ca

Notera att vi langs C; har dy = 0. Léngs C, kan vi parameterisera:

r =acost
y = asint , 0<t<m,
dy = acost dt

vilket innebéar att

%xdy:/ xdy+/ xdy:O+/ (acost)(acost) dt =
c C1 Ca 0

a 7TCL2

s 2 T
= az/ cos®t dt = / (14 cos2t) dt = —.
0 2 Jo 2

Lat oss nu berdkna (b), aterigen genom att dela upp kurvan C i de tva delarna C, Ca:

%ydx:/ ydx+/ y dx.
C Ci Ca

Léngs C; har vi y = 0 sa den forsta integralen férsvinner, och genom samma sorts parameteris-
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ering som i forra deluppgiften finner vi att

%ydx:OJr/ ydx:/ (asint) (—asint) dt =
C Ca 0 ﬁ/ﬁ
-

2

T 2 e
:fa2/ sin2tdt:fa—/ (1 — cos2t) dt = - 1&
0 2 Jo 2
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Problem 15.4.24.

Denna uppgift ar 6verkurs, sa ni kan skippa den om ni vill. Jag har med uppgiften fér att den
relaterar till mitt masterarbete om sa kallade topologiska material och for att den ar riktigt cool.

Lat C vara en styckvis glattlﬂ kurva i zy-planet som inte gar igenom origo. Varje punkt (z,y) pa
kurvan kan skrivas med poléra koordinater och vi later den poldra vinkeln 6 = 6(z, y) anta vilka
varden som helst, inte bara virden mellan 0 och 27. Som Exempel 5 i kapitel 15.2 visar sa far vi

00(,y); Oy y . a

grad § =Vl = o ay = x2+y21+x2+y

5 (6)
Uppgift: Bevisa att om kurvan C ar sluten, sa ar kurvintegralen

1 zdy —yde
w(€) = 27756 x? 4+ y?

ett heltal.
Lo6sning: Kurvan gar att parameterisera och sitta pa formen
r(t) = (2(t) (1),  a<t<b,
for nagra virden pa a,b. Vi har antagit att kurvan C inte gar igenom origo, sa den poldra vinkeln
0 =0(x(t),y(t)) =: 0(t), a<t<b
ar valdefinierad Gverallt och bildar en kontinuerlig funktion. Eftersom kurvan ar sluten far vi

- r(a) cos(8(a)) = a(a) = 2(b) = r(b) cos(B(b))
rle)=rl) = { r(a) sin(8(a)) = y(a) = y(b) = r(b) sin(8(b))
( sin(f

vilket implicerar att cos(f(a)) = cos(6(b)) och sin(f(a (b)). Detta dr bara mojligt om

)
0(b) = 0(a) + 2mn

S~—"
| |

for nagot heltal n. Heltalet n r det antal (moturs) varv som kurvan C 16per runt origo.

Tack vare ekvation @ kan integranden skrivas om som

xdy —y do Y x 00 00
=— d dy=—dae+—dy=Ve-d
x2+y2 x2+y2 T+ x2+y2 Y + r

ox y

sa den poléra vinkeln 6 dr en potential till det vektorfilt som vi betraktar. Integralen blir dérfor

1 %xdy ydw_
2 x2 +y?

w(C) = yﬁ V. dr — — (9(b) ~0(@) =n.
)

2mn

vilket alltsa &r ett heltal. Dessa winding numbers &r av stort intresse inom modern fysik efter-
som de ar “topologiska invarianter” som ger information om den extremt stabila strémlednings-
formagan langsmed randen hos sa kallade topologiska material. For mer information, se

https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2016/popular-information/
https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2016/advanced-information/

1Engelsk term: piecewise smooth
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Problem 15.5.7.

Berédkna

J[#as

1,2

over den del av den paraboliska cylindern z = 52 som ligger i den forsta oktanten av cylindern

x2+y2:1

”

Anmarkning: Jag har tolkat “oktant” som den forsta halvan av forsta kvadranten i xy-planet:

{(z.y) €R? |20, y >0, ochy <z},
men det ar mojligt att forfattaren av boken syftade pa den forsta oktanten i rummet:
{(x,y,z)eR?’ ’ x>0, y>0, 220}.

Min tolkning ger upphov till en mycket svar integral som vi maste approximera istéllet for att
berdkna exakt, men processen for att hitta integrationsgranser ar mer intressant.

Losning: Pa ytan S med ekvation z = %x2 har vi % =1z och %Z = 0, vilket ger areaelementet

dS = V1 + z2 dady.

I den forsta kvadranten ger cirkelns ekvation att y < /1 — z2 och eftersom vi mer specifikt
befinner oss i forsta oktanten, det vill sdga under den 45-gradiga linjen y = =z, far vi adven
begransningen y < x. Vi har alltsa tva stycken 6vre begransningar pa y att forhalla oss till och
detta gor vi enklast genom att dela upp integralen i tva delar:

//Sde://Slde—&-//SQ:UdS

dar S7 ar den region dar y < z ar den viktigaste begransningen och S, &r den region dar
y < /1 — 22 ar den viktigaste begrinsningen. Se nedanstaende figur.
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Problem 15.5.7. TMAO04

Gréansen mellan dessa tva omraden gar dar

2

r=y=V1-22 = 2*=1-2> = 22’=1 = z=

sa integralen 6ver Sy blir

1/vV2 x 1/vV2
// a:dS:/ vV 1+ x? dx/ dy:/ 22/ 1+ 22 dz ~ 0.13420.
S 0 0 0

Jag har valt att skriva ett approximativt virde (berdknat med WolframAlpha) eftersom den
primitiva funktionen till 22v/1 + 22 har ett mycket bokigt uttryck som bland annat innehaller
inversen till sinh och lite annat smatt och gott. Jag anser att syftet med denna uppgift ar att lara
sig hitta integrationsgréanser, sa det ar inte jattenoga om vi sen approximerar sjéalva integralerna.

Integralen over Sy ar lite enklare, den blir

2

1 Vi—g?2 1 u=2x
//de:/ x\/1+x2dx/ dy:/ zV1l—ztdr=| du=2zxdx | =
So 1/V2 0 1/V2 0<u<l
1/t 1 omkrets hos cirkel med radie 1 1l «
=— | V1—-u2du=-x =_— =_
2 /o 2 4 24 8

dér vi har tolkat v = v/1 — u2 som héjd-koordinaten p4 en cirkel u? +v? =1 for 0 < u < 1.
Allt som allt har vi

//:zzdS:// deJr// 2 dS ~ 0.13420 + = ~ 0.5269.
s S, S5 3
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Problem 15.5.13. TMAO04

Problem 15.5.13.

Berédkna

[ vas

dér S ar den del av planet z — y = 1 som ligger inuti konen z = /2(22 4 y?2).
Losning: Skédrningen uppfyller ekvationen

202 + 27 =2 + 2+ 1
222 42 -2y =1

20% 4 (y — 1) =2

2a” +y?) =2" = (y+ 1)

IR

1
2+ —(y—1)72 =1,
2
vilket &r en ellips F med centrum i (0, 1), se Figur Vi far dven areaelementet

2
dS =4/1+ (gi) dzdy = V2 dazdy, dar flz,y)=y+1,

sa var integral blir
// ydS = \/5// y dzdy = V2 * Area(E) * medelvirdet av y pa ellipsen E
s E

Medelvérdet av integranden y Gver ellipsen E &ar av symmetriskal lika med y-vardet i ellipsens
mittpunkt, vilket ger medelvardet 1. Vidare kan man berdkna arean hos en ellips

B {le | SRR 0ok )

a? b?

via formeln Area(E) = mab. I vart fall &r a = 1 och b = /2 s& var ellips har arean V2m. Det
foljer att

//dezx/ﬁ*ﬂw*l:Zw.
s
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Problem 15.5.13. TMAO4Y

Figure 13: Konen z = 1/2(x? + y?) och planet z — y = 1 skéir varandra i en ellips.
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Problem 15.5.13. TMAO4Y

Figure 14: Konen z = 1/2(x? + y?) och planet z — y = 1 skéir varandra i en ellips.
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Problem 15.5.14. TMAO04

Problem 15.5.14.

Lat nu S vara den del av konen z = /2(x2 + y2) som ligger under planet z —y = 1. Berdkna

//Sde

Losning: I detta fall har vi z = f(z,y) = /2(22 4 y?), vilket ger areaelementet

ds\/1+(af)+<af> dxdy\/lJr 17 LW iy = V3 dady

ox oy 2(z2 +9y2)  2(z% +y?)

Via samma argument som i forra uppgiften drar vi slutsatsen att

// y dS = V3 % Area(E) * medelviirdet av y pa ellipsen E = v/3 % V21 % 1 = V6.
s
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Problem 15.5.17.

Problem 15.5.17.

Finn den totala laddningen pa ytan
r = e“ cosvi+ e"sinvj + uk 0<u<1,0<v <),

om laddningstatheten pa ytan ar § = v/1 + 2.

Losning: Pa ytan S har vi alltsa koordinaterna

x = e" cosv, y =e“sinv, z=u,
sa att r = zi + yj + zk. Areaelementet ges av
or Or
dS = |— x —|dudv
ou Ov
dar
i j k i ik
or Or .
—x — =% 8—,y 02| — | gtcogy  eYsinv 1| =
ou ov ou u ou .
9z 9y Oz —e%sinv e%cosv 0
ov v ov

= (Ofe“cosv)if (0+e“sinv)j+ (62“c082v+62“sin2 )k:

—e% cosvi — e¥ sinvj + €2k

Tar vi nu beloppet av denna vektor sa far vi areaelementet

or Or
ds = %x%

Eftersom laddningstatheten dr 6 = /1 + e2% sa ar den totala laddningen

1 ™
//\/1—1—62“ dS:/ e (14 ) du/ dv =
s 0 0

1
™

1

1
:77/ ev + 3 duzw[e“—i—e?’“} <3€+€3—4).
0 3 3

0
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Problem 15.6.1. TMAO04

Problem 15.6.1.

Bestédm flodet av F = xi + zj ut ur tetraedern 7" som begransas av koordinatplanen och planet
T+2y+32=6

Detta ar alltsa tetraedern med hérn i punkterna

(0,0,0), (6,0,0), (0,3,0), (0,0,2)

Lo6sning: Vi vill berakna flodesintegralen

#F-ﬁds
s

dir S = 9T éar tetraederns rand. Vi skullle kunna géra detta direkt genom att forst dela upp
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Problem 15.6.1. TMAO04

randen i fyra olika plan:

S1 = den del som bestdms av planet z 4+ 2y + 3z = 6,
So = den lodrata vaggen i xz-planet,

S3
S4

det vagratta golvet i xy-planet,

den lodrata vaggen i yz-planet.

och sedan dela upp flodesintegralen i fyra stycken vanliga dubbelintegraler:

#F nds = //F n1d5+ﬂF ngdS+//F n3dS+//F ny dS
S1 So S3 Sa

Dessa fyra integraler gar att berdkna var for sig, genom att for varje yta i = 1,2, 3,4 ta fram ett
uttryck for normalen n;, berdkna skaldrprodukten F - ni;, hitta en bra parameteriseirng av ytan
S;, berdkna volymelementet dS pa ytan S; och slutligen berdkna integralen

// F-n; dS.
Si

for alla fyra ytor S;. Det totala flodet &r som sagt summan av dessa fyra integraler.

Ett betydligt snabbare sétt &r att anvinda Gauss sats:

#gF~ﬁdS:///TV~FdV:[V~F:1]:///T dV = vol(T)

Volymen av en tetraeder ar % x basarea *x h6jd, vilket i vart fall blir % * 6*3 * 2 =06. Alltsa ar

#F~ﬁd5:6
s
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Problem 15.6.4. TMAO04

Problem 15.6.4.

Bestam flodet av vektorfiltet F = yi 4+ zk ut ur den solida konen 0 < z < 1 — /22 + y2.

Losning: Lat S; vara den koniska ytan z = 1 — /22 + 32 och lat Sy vara basdisken z = 0.
Flodet av F ut ur den solida konen ar

//SFN://SFN—F//SFN

och lat oss borja med att berdkna integralen 6ver S;. Dar finner vi normalen

N=-—

O W S S N g
Ox (9y‘] V2 + g2 Vv + yz‘] ’

vilket efter normalisering ger

- 1 T Y
N=_—— i+ i+k|.
V2 <\/x2+y2 \/x2+y2J >

Vi far aven arcaeclementet

92\° 92\?
dS=1/=— ] + (=) +1dady = V2 dzdy.
or dy

Notera att normaliseringsfaktorn och konstanten framfor dxdy tar ut varandra:

2 2
N dS = N \/(82) + (62> + 1 dzdy = N dzdy.
0z 2 oz 2 Oz 8y
(&) + ()

Flodet genom den forsta ytan Sy blir darfor

T =rcosf

//F-NdS:// L—Fl—\/aﬁ—l—y? dedy = | y=rsind =
S w2 4y?<1 \ V22 +y? ————— dzdy = r drdf

=z

27 1
:/ / r2cos@sin@ +r —r2 drdf =
0 0

1 27 1
:/ r? dr/ cos@sin@d9+27r/ r—r? dr:0+7r72—7r:2
0 0 0 3 3

=0

Flodet genom basdisken S, ar enklare att berdkna, ty z = 0 vilket ger normalvektorn N=—k:

//S2F.Nd3://32zd5:[z:0}:0.

Det totala flodet ut ur konen ar saledes 3
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Problem 15.6.10. TMAO04

Problem 15.6.10.

Bestam flodet av vektorfiltet F = 2xi+yj+ 2k upp ur den yta S som ges av r = u2vi+uv?j+v3k.

Losning: Néar vi arbetar med parameteriska ytor som definieras av en funktion r sa ges yt-

elementet av A
N dS = N dudov,

dér normalvektorn denna gang ar

Jr Or ! ‘]2 k 4. 3. 2,2
N=—x—=2uw v 0 | = 3v™i — 6uv’j + 3u“v?k.
ou Ov 2

U 2Quv  3v?

Se texten under Definition 5 pa sida 873 i boken for en bra forklaring. Idén &r att vektorerna

8—; och % 16per parallellt med ytan och &r vinkelrdta mot varandra, och kryssprodukten av tva

vektorer ar alltid vinkelrdt mot bada tva sa N = % X % maste peka ut ur ytan.

Variablerna x,y, z ar koordinaterna hos r, det vill sdga

2 2

z(u,v) = u’v, y(u,v) = uv=, 3

z(u,v) = v°,

sa det foljer att

11
// F-NdS= / / (2u®vi + wv?j 4+ v°k) - (3v'i — 6uv’j + 3u*v’k) dudv =
s o Jo

1 01
= / / 6uv® — 6u?v® 4 3uv® dudv =
3/ d / d 3* * 1
= u? du v® do = —x = = —,

3 6 6

(0]



TMAOY

Problem 16.1.3.

Problem 16.1.3.

Berdkna div F och curl F av
F =yi—+ zj + zk.

Lo6sning: Kom ihag att div och curl definieras av
oFy, 0F, O0F;

WF=V.F=21 %2 %5
div v Ox Oy 0z’

respektive
i j k
0F; OF)\ , OF3; OF:\ . oOFy, OF;
crl F=V xF=|2 8% iz(—)l—(— i+l ———-+ |k
POE R dy 0z ox 0z Ox y

oy 0z O — 0,

I vart fall finner vi att
divF=—+ — =
a ox * oy * 0z

respektive

_(O0x Oz, or Oy). dz 0Oy e
CurlF((’?y 6z>1 <8x 8Z>J+(8.Z‘ 8y>k -i-k
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Problem 16.1.5.

Problem 16.1.5.

Berédkna div F och curl F av
F=zi+zk
Losning: Divergensen ar enkel att berakna:

0 0 0
div \Y awa:—l— 8y0+ (“)zaj

Att berdkna curl F kraver lite mer arbete men ar inte en svar uppgift:

o =

<

i
0 0 0 0 0
_ |9 ) — _ $_ _ 3 _
curl =15 % 9z ™ <8yx 620>1 (8;1036 8233)'] (8300

X

7
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Problem 16.1.9. TMAO04

Problem 16.1.9.

Berdkna div F och curl F av
F(r,0) = ri+ sin6j.

Losning: Vi borjar med att skriva om 7 och sin § som funktioner av x och y:
T T N T

samt y y
y=rsind = sinf = = =

r /22 T yz’
vilket later oss berdkna foljande derivator:

o _ 0 ymrmo T e
817_81’ y_1/x2+y2_7’_ ’

or 0 Y Y
— = —/22+y?= ——— == =5inb,
dy Oy Va2 4y T
dsinf 0 y B Ty _rcosfrsinf  cosfsinf
o 0w \/xZ 142 (x2+y2)3/2 B r3 B ro
dsinf 0 Y B 1 y? 1 r%sin?@  1—sin®0  cos?0
W WEIE VErE e ot ® v
Vi kan nu berdkna divergensen:
in @ 20
divF:V-F:ngaSln :cost?JrCOS
or y

Rotationen ges pa liknande sétt av

él9 % l; _38111‘9. or, <3sin9 8r)k:<_cosﬂsin9

CU.I'IF:VXF: o ()*y 92| — 71-“&_} ax —aiy , —Slne>k

r sinf 0

78



Problem 16.1.X. TMAO04

Problem 16.1.X.

Lat oss illustrera varfér curl F = V x F kallas just curl, vad det har med rotation att gora.

Forestall er en myra sittandes pa en LP-skiva som roterar 30 varv per minut. Lat
r =2zi+yj =rcosfi+ rsinbj

vara myrans position och eftersom myran sitter still &r radien r konstant, men vinkeln 6 dndras i
takt med att skivan roterar. Vi har implicit antagit att skivan ligger i xy-planet med mittpunkt
i origo och roterar kring z-axeln.

Rotationshastigheten kan berédknas som

Or n i+ 01 e
— = —rsinfi+rcosfj = —yi+z
00 J Y J
och om vi till varje punkt r = zi + yj associerar hastighetsvektorn % = —yi+ zj sa far vi ett

vektorfilt som beskriver rotationshastigheten:
F(z,y) = —yi+aj

Nedanstaende figur visar hur detta falt ser ut.

Vi ser tydligt att filtet beskriver en rotation kring z-axeln, precis som forvéntat. Notera att
hastigheterna blir storre och storre (pilarna blir langre och langre) ju langre bort vi kommer fran
skivans mittpunkt origo - med andra ord har myran en hogre rotationshastighet om den satter
sig langt ut pa skivan dn om den sitter langt in pa skivan. Detta beror forstas pa att nar skivan
roterar ett varv sa fardas myran en ldngre stricka om den sitter langt ut pa skivan &n om den
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Problem 16.1.X. TMAO04

sitter langt in, men ett varv tar 2 sekunder oavsett var myran sitter, sa rotationshastigheten
maste vara hogre langre ut pa skivan.

k
or 0 or 0
9 . Y. Y
£ = - — ]i- —= — + = | k =2k.
0 (0 az)‘ (°+az)”<ax+ay>

Féltets curl pekar alltsa i den positiva z-riktningen; faltets curl ligger lingsmed den axel som
faltet roterar kring.

Lat oss nu berakna curl F.

i
curl F =V x F = det | &

8
S Slow
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Problem 16.2.16. TMAO04

Problem 16.2.16.

Hitta en vektorpotential till

F(z,y) = —yi+ zj
Losning: Observera att vektorfaltet F ej dr konservativt, alltsa kan vi inte finna en skalér
potential ¢. Déaremot existerar en vektorpotential A sadan att F = curl A = V X A. Detta
innebéar att

N A A A A A A
Rt A (o= 5) (o 50 )i (55 )
Vi far saledes tre ekvationer:
867123 - % =Y (7)
T ®
% - aa%l =0 (9)

En 16sning kommer inte vara unik, vi kan alltid lagga till V¢ till A for godtycklig funktion ¢ och
vi far &nda samma vektorfalt F:

F =curl A = curl(A 4+ V¢) = curl A +curl Vo =F
———
=0

Lat oss anta att det finns en 16sning med A2 = 0. Vi kan da integrera ekvation :

0A; 0A dA §
=822 oy = de:f/ydy:fnyrC(x,z).
dy 0z dy 2

—~—

Lat oss anta att C(z,z) = 0; vi vet inte om detta antagande ar rattfardigat men vi chansar och
ser om detta forenklande antagande hjdlper oss hitta en 16sning pa problemet. I sa fall har vi

Ag=—%, Ay =0
och vi maste nu bestamma A;. Lat oss darfor studera ekvation :
A A A
78821 _ 788; =7 = /—aazl dz = /x dz =zz+ D(z,y)
=~
=0
Men vi vet fran ekvation @ att
0Ay O0A 0A 1o}
S —) s& =L =_"(xz+ D(x,y)) = 0.
ox oy oy Y
~~~

=0

Det foljer att %—5 =0, sa vi viljer D(z,y) = 0. Vi har saledes funnit en vektorpotential for F:

2
A=axzi- Lk
2
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Problem 16.3.1. TMAO04

Problem 16.3.1.

Berékna linjeintegralen
I= yg(sinx +3y%) dz + (2x — 671/2) dy
c

dér C ar kurvan som l6per ett varv moturs kring halvdisken

D= {(x,y) | +*+y*> <1, y >0}

Losning: Denna integral &r jobbig att berdkna med vanliga linjeintegral-metoder, da vi maste
parameterisera C; & Co och sa vidare. Det &r béttre att anvinda Greens formel, som séger att

//(curlF)~ndA:§£ F . dr,
D oD=C

sa vi kan berdkna dubbelintegralen i vansterledet istéallet for kurvintegalen i hogerledet. Eftersom
disken D ligger i xy-planet pekar normalen rakt uppat, i = k, sa vi behover bara berikna den
sista komponentet av rotationen eftersom de tva forsta komponenterna foérsvinner nar vi tar
skalarprodukten curl F - k. Alltsa:

L W B P A N 2y _g_
curl F - k 99 5 = 2 (2:10 e ) By (sinz + 3y*) =2 — 6y

Vi ska med andra ord berdkna dubbelintegralen

//Q—GydA:/ d9/ (2= 6rsind)r dr =
D
:2/ de/rdr— /stdG/ r2 dr =
0

= ma +6§[COSG}O =
:7Ta2—|-2a3(—1—1) =

= ma® — 4a>.
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Problem 16.4.4 TMAO04

Problem 16.4.4

Anvand Gauss divergenssats for att berékna flodet av féltet
F = 2% + 3y2%j + (3y°z + 2%)k

ut ur den sfar S som definieras av ekvationen

2?42 4 22 = a?

Losning: Flodet ut ur sfiren ges av ytintegralen

#F~Nd$
S

och det vore nog inte omdjligt att berdkna ytintegralen direkt, eftersom sfiren ar en snall yta
som ar latt att arbeta med. Det &dr dock &nnu enklare att anvinda Gauss divergenssats:

#F~Nd5:// V~FdV:3///(x2+y2+22)dV:
S B D
2m T a
:3/ dH/ sinqbdqﬁ/ rtdr =
0 0 0
512

avaee [ - e
3 % 27 % cos¢0* 3 57m

dir B ir den slutna bollen 22 + 3?2 + 22 < a2
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Kompletterande uppgifter

Problem K5.

Parameterisera pa tva olika sitt den kurva som foljer ellipsen 22 + 4y? = 9 i forsta kvadranten
fran (3,0) till (1,v/2).

Losning:

1. En mojlig parameterisering ar att sitta x =t och forsoka skriva y som en funktion av t:

9 —¢2 V9 —t?
2442 =9 = dy? =9 — 12 = Y = 1 = y:iT.

Vi ar bara intresserade av forsta kvadranten dér x > 0 och y > 0, sa vi slanger bort de
negativa y-virdena och anlidnder vid var forsta parameterisering:

V9 —t?

T =1, Y= 5

(10)

Lat oss kontrollera att detta &r en korrekt parameterisering, genom att underscka om
kurvan (z(t),y(t)) faktiskt passerar genom de tva punkterna (3,0) och (1,+/2). Indeed,
det ¢ som ar associerat med xz-koordinaten x = 1 ar ¢ = 1, sa motsvarande y-koordinat &r

VI-12 VB 2V2
e R

vilket innebér att punkten (1,+/2) ligger pa kurvan som bestims av ekvation . Det t
som &r associerat med x-koordinaten x = 3 ar ¢ = 3, och motsvarande y-koordinat ar

,_VI=F VO

0
2 2 ’

sa punkten (3,0) ligger ocksa pa kurvan. Kurvsegmentet mellan (3,0) och (1,v/2) kan
alltsa parameteriseras som

VI — 12

1<t<3
2 9 — —

T =1, Y =

2. Ett annat satt att parameterisera kurvan ar att anvanda polédra koordinater:

)

xr = 3cost
Y= %sint

dér faktorerna 3 och 2 har valts sa att
2 2 2 3.\’ 2 9.9 2 .2
x4+ 4y* = (3cost)” +4 ismt = 9 cos t+4zsm t=9(cos’t +sin’t) = 9.

Lat oss nu hitta de virden tqg och t; pa variabeln t som ger

((t0), y(to)) = (3costy, (3/2)sinty) = (3,0), (11)
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Problem Kb5. TMAO044

respektive
(z(t1),y(t1)) = (3costy, (3/2)sint1) = (1,V/2). (12)

Att hitta tg dr en enkel uppgift: eftersom vi vill att costg = 1 och sinty = 0 sa fungerar ¢ = 0.
Att hitta t; som uppfyller ekvation ar daremot lite klurigare. Vi letar upp ett ¢; som
uppfyller z(t1) = 1:

1 1
x(t1) =1 <= 3cost; =1 <= cost; = 3 = t; = arccos 3

Motsvarande y-varde blir da
1 2v/2
y(t1) = %Sin <arccos 3) = [WolframAlpha] = %T\f =2,

som férviintat. Kurvsegmentet mellan (3,0) och (1,1/2) kan alltsd parameteriseras som

3 1
x = 3cost, y:§sint, lgtgarccosg
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Mittenta 2014-09-27

Problem 1.

1.

Lat
flay) = oo
Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan z = f(z,y) i punkten (0, m,1).

Losning: Den givna punkten innehaller tre koordianter och ska tolkas som en punkt pa
grafen av f(x,y). De tva forsta koordinaterna (0, 7) utgor alltsa den punkt (a,b) som vi
linjariserar kring och den tredje koordinaten ar funktionsvardet i punkten, dvs

1=f(0,7) = f(a,b).
Tangentplanet i (0,7) ges av ekvationen
z=f(0,7)+ f1(0,m)(x — 0) + f2(0,7)(z — 7),
och vi vet redan att f(0,7) = 1, sa lat oss borja med att derivera funktionen.

TCosYy __ TrCcosy __

0 0 .
fila,y) = 5-e cosye® Y fo(x,y) = ay° —rsinye

T cosy
)

och nér vi sdtter in punkten (0,7) i dessa uttryck sa far vi
f1(0, ) = —1, respektive f2(0,7) =0
Tangentplanet blir darfor

z=1-1%x(z—-0)+0x(y—m)=1—2x

Bestam samt

f (z,y) f(@y) s
Os Os2 dér

f(x,y) = e, T = s, y = sin(s)t?.

Losning: Det finns tva vanliga séatt att 16sa den hér uppgiften: antingen kan vi sétta in
uttrycken for x och y direkt i funktionen och derivera med avseende pa s direkt, eller sa
kan vi anvinda kedjeregeln. Pa tentan behdver ni férstas bara vélja en approach, vilken
ni vill, men for tydlighets skull kommer jag visa bada metoderna.

Metod 1: Kedjeregeln.

Det ar enklast om vi borjar med att berakna derivatorna och andraderivatorna med avseende
pa x och y. Lat oss dven skriva f, istéllet for fi, f, istéllet for fa, och sa vidare for att
fortydliga vilka variabler vi deriverar med avseende pa.

fo=ye™,  fy =z, (13)

fm, = y2€‘w, fzy = fyx = (1 + :Cy)ewy, fyy — xQer. (14)
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En direkt tillampning av kedjeregeln ger oss forstaderivatan

O O U 2 1,5 =2t + o)y

ds Oz ds +87y85

och andraderivatan

0? 0 0 0 0
a—s‘g = s <(9£) 55 [2stfo + cos(s)t* f,] = 2t [sfx] +t2— s [cos(s) f,] (15)

nu behover vi tillimpa bade produktregeln och kedjeregeln. Forst har vi

0 z
g[sfx] zl*fm—i—s*a—é:

e (afz ox  Of, ay)

Jdr 0s Oy Os
= fo+ s(2stfm + cos(s)t fxy> =
= fo +25%tfre + cos(s)st2fxy

och pa samma satt finner vi

%[COS(S)fy] = —sin(s) fy + cos(s )8

= —sin(s) f, + cos(

8
0

of, Ox 8@@ _
mas Jy 0s

= —sin(s) f, + cos(s)(2st fry + cos(s)t2fyy) =
= —sin(s) f, + 25t coS(s) fay + cos(s)*t2 fyy
Vi kan nu satta dessa derivator i uttrycket for att fa andraderivatan

0 f

52 = = 2t(fr + 25t fou + cO8(8)St? fuy | + 2| — sin(s) f, + 2st cos(s) foy + cos(s)2t2fyy] =

= 2tf, — sin(s)t? f, + 45*t? fr + 45t> cO8(8) fuy + cos(s)2t4fyy

Eftersom vi redan har berdknat vérdena pa f,, fy, och sa vidare i ekvationerna och
, sa kan vi helt enkelt sdtta in dem. Vi finner da att

82
a—g =™ [Qty — sin(s)t’z + 4s*t%y* + 4st® cos(s) (1 + zy) + cos(s)2t4x2}
s

Till sist skulle vi kunna satta in uttrycken for x och y i termer av s och ¢, men vi hoppar det.
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Metod 2:

Den andra metoden gar ut pa att mata in uttrycken fér x och y redan innan vi borjar
derivera: o 2 | -
f(xyy) = f(l'(s,t),y(57t)) = e’ txsin(s)t — eSln(s)s t

Da har vi enligt envariabel-kedjeregeln samt produktregeln att

af _t3[ 2

95 — UL cos(s) + 2s Sin(s)]€Sin(S)32t3

Ytterligare tillimpning av samma tva regler ger sa smaningom

% = {Besin()s™t? [(28 cos(s) — s sin(s)) + (2scos(s) + 2sin(s)) + t*(s* cos(s) + 2s sin(s))z} =
= {3esin(e)s°t [t3 (8% cos(s) + 2s sin(s))2 + 4scos(s) + (2 — %) sin(s)}

I det hér fallet var metod 2 betydligt enklare &n metod 1 (kedjeregeln), for att funktionen f
inte var sa komplicerad nér vi matade in uttrycken for 2 och y i termer av s och ¢. Nar man
arbetar med mer komplicerade funktioner, med langre uttryck, kan kedjeregeln vara kung.
Sa vilken metod man anvénder beror pa situationen. Kedjeregeln resulterar ofta i manga
relativt ldtta berdkningar medan metod 2 resulterar i ett fatal relativt jobbiga berdkningar.

(¢) Betrakta kurvan som ges av r(t) = %tQi + %t?’j for 0 <t < 1. Antag att parameteriseringen

beskriver rorelsen hos en partikel. Bestam partikelns hastighet (velocity) som en funktion
av t, och bestam sedan kurvans langd.
Losning: Hastigheten ges av derivatan med avseende pa t:
v (t) = ti + %,
och kurvans langd ges av
1 1 1
/ I’ (t)| dt :/ V2 4+t dt:/ tv1+t2de
0 0 0

Detta &r en standardintegral som bestims via substitutionen u = 1 + ¢2. Langden blir

saledes
11m/1 2 dt = u=1+22 1 _1 2\Fd _ 1 23/22—1 2V/2 -1
o * Tl du=2tat |~ 2), VO T 5|3 1_5( _)'
Problem 2

Lat f(x,y) =2+ y+ % med definitionsméangd x > 0, y > 0.

(a) Bestam den unika kritiska punkten till f och avgor huruvida den &r ett lokalt maximum,
ett lokalt minimum eller ingetdera.

Losning: Vi finner den kritiska punkten genom att undersdka var gradienten forsvinner:

z2y
0=fy=1--25 = zy°=8

{ozfggzl—8 = 2%y=38
ry
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()

och tillsammans ger dessa ekvationer att 2 = y = 2, sa den unika kritiska punkten ar (2, 2).

For att klassificera punkten anvénder vi oss av Hessianen:

H(z,y) = [fn(x,y) f12($,y)] _ {Ilgﬁy wiggj

far(z,y)  fa2(z,y)

$2y2

I punkten (2,2) blir determinanten

1 2 1 3
det H(2,2) = det |; 2| =1-=="2>0,

eune2) =g [} ] =1-5 -5
och det forsta elementet f11(2,2) = 1 &r positivt, s& punkten (2,2) ar ett lokal minima.

Bestédm de storsta och minsta virdena som antas av f i det kvadratiska omradet 1 < z < 3,
1<y<3.

Loésning: Punkten (2,2) ligger innanfor omradet och ar darfor en kandidat till ett mini-
mum. Vi noterar att f(2,2) = 6. Nést undersoker vi randen, som bestar av fyra strickor:
tva horisontella och tva vertikala. Notera dock att f &r symmetrisk i « och y, det vill sdga
att f(z,y) = f(y, ), sa det racker att underska de horisontella strickorna.

Léngs strackan z = 1 har vi f(l,y) =14y + 2 =:¢g(y), ség. Vi har

8

!
gy) =1 ,
( 7

sa det finns en kritisk punkt vid y = v/8. Vi finner att

8
m¢®=1+v@+;§:1+2¢§

Andpunkterna ér vid y = 1 och y = 3 och dér har vi g(1) = 10 och ¢(3) = 20/3.
Langs striackan = 3 har vi f(3,y) =3+ y + % := h(y), sdg. Vi har

8
Wy)=1—-—
(y) 37

sa det finns en kritisk punkt vid y = /8/3. Vi finner att

8
h(\/8/73):3+\/8/73+37\/8/—3:3+2\/%'

Andpunkterna &r vid y = 1 och y = 3 dér vi har h(1) = 20/3 och h(3) = 62/9.

Totalt har vi alltsa sju kandidatvarden for max och min, namligen
6,1+ 4v2,10,20/3,3 + 21/8/3,20/3,62/9.

Man kan kontrollera att 6 ar minst och 10 ar storst.

Bestam Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1,1). Ange svaret pa formen

FA+m1+k) ~ -
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Losning: Funktionen dr som sagt

8
flx,y)=ov+y+ —.
xy

Formeln for Taylorpolynomet av grad 2 lyder

1
JA+h1+k)~ f(1,1)+ f1(1,1)h+ f2(1,1)k+ 3 Sir (L, )R 42 12 f(1, 1Rk + faa(1, 1)k2]
sa lat oss berdkna alla dessa derivator och andraderivator. Sjélva deriveringen ar en latt

uppgift som vi dessutom redan har utfort i tidigare deluppgifter, sa det &r latt att fa fram
vardena

f(]~71) = 107 f1(171) = _77 f2(17 1) = _77
fll(lal) :163 fl?(lal) :87 f22(1;1) :16,

sa Taylorpolynomet blir

F(L+h,1+k)~ 10— 7(h + k) + 8(h® + hk + k?).
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Sluttenta 2014-09-27

Godkantdelen: del 1
Problem 1

Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa separat skriv-
papper.

(a) (i) Ange om foljande pastaende ér sant eller falskt.
Pastaende: Komplementet till en sluten boll dr en 6ppen méangd.
Svar: Sant.

(ii) Lat f : R?> — R vara en differentierbar funktion. Vilket eller vilka av foljande
pastdenden &r sanna? Ni far ringa in max tre alternativ (bokstéver); for fler &n
tre angivna alternativ blir det 0 podng. Varje rétt svar ger 0.5p.

A Om f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning till (a,b) sa ar f differ-
entierbar i (a, b).

Svar: Sant.

B Om f:s partiella derivator existerar i (a,b) sa ar f differentierbar i (a, b).
Svar: Falskt.

C Gradienten kan ses som en flervariabel-analog till derivatan av en funktion f(z).
Svar: Sant.

D Hessianen kan ses som en flervariabel-analog till derivatan av en funktion f(x).

Svar: Falskt. Déaremot kan Hessianen ses som en flervariabel-analog till andra-
derivatan av en funktion f(z).

E Om U é&r en 6ppen méngd och begrinsad méngd i R? si existerar nédvandigtvis
globalt max i U.

Svar: Falskt. Tag till exempel funktionen
flay) ==
och lat U vara den 6ppna bollen
U={(z,y) eR® | 2® +y* <1}

Denna funktion har inte ens ett lokalt maximum i mangden U, &n mindre ett
globalt maximum, eftersom vi kan komma hur néra f(z,y) = 1 som helst utan
att riktigt na dit. Om du pastar att 0.99 ar det storsta vardet pa funktionen f i
méangden U sa kan jag kontra med att 0.999 ar storre, varpa du kan kontra med
att 0.9999 &ar dnnu storre, och sa vidare. Inget storsta virde finns.

F Om U ir en sluten méngd och begrinsad mingd i R? si existerar nédvindigtvis
globalt max i U.
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Svar: Sant. Notera till exempel att ovanstaende problem inte uppstar for den
slutna bollen
U={(z,y) eR* | 2* +y*> <1},

ty 1 denna méngd har funktionen f(z,y) = x ett globalt maxmimum f(1,0) = 1.
G Om U ér en begrinsad mingd i R?, si existerar nodvindigtvis globalt max i U.
Svar: Falskt, se ovanstdende exempel med f(z,y) = .

(b) Lat f(x,y,z) = sin(y) + cos(xy) — yz. Bestdm ekvationen for tangentplanet till nivaytan
f(z,y,2) = 14« i punkten (1,7/2,—2). Bestdm ocksa riktningsderivatan till f i samma
punkt i riktning %(1, 1,1).

Losning: Ytan kan beskrivas som nivaytan
f(z,y,z) =sin(y) + cos(xy) —yz =7+ 1
Vi beréknar gradientelﬂ
Vf(x,y,z) = (—ysinzy,cosy — xsinzy — z, —y)
och utvérderar den i punkten (1,7/2,—2):
Vi(l,n/2,-2)=(—-7/2,1,—7/2)
Ekvationen for tangentplanet i punkten a = (1,7/2, —2) blir saledes
Vil,n/2,-2) - (x—a)=0

vilket blir

—Se-D+w-3) -3

Vi kan slutligen skriva detta pa den mer kompakta formen

(z4+2)=0

‘—wx+2y—7rz=27r‘

For att berdkna riktningsderivatan av f i riktningen%(l, 1,1) definierar vi

u (1,1,1).

_ L
V3
Vi har da

Duf(1,7/2,—2) = u-Vf(1,1/2,—2) = (—g +1- g) - %(1 — ).

Sl

2Daniels 16sningsforslag saknar termen —z i gradientens y-komponent, han radkade missa den. Férhoppningsvis
har jag inte gjort nagra misstag men det ar alltid bra att vara uppmérksam nér ni laser sana har 16sningsforslag,
om ni ser nagot som far er att tdnka “jag tror inte att det dar stdmmer” sa kan ni mycket val ha rétt.
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(c) Lat C vara kurvan i R som ges av ekvationerna

2 2v/2
T y:foS/Q

med z € Rzo.
(i) Bestdm en parameterisering r(t) av C.

Losning: Vi kan parameterisera kurvan genom att sétta z(t) = ¢ for t € R>(. Saledes
blir positionsvektorn
2v/2

1
t) =ti+ ——t3% + ~t’k.
r(t) =ti+ 3 J+ 3
(ii) Bestam léngden av C mellan ¢ = 0 och ¢ = 1 genom att stélla upp den relevanta
kurvintegralen och berdkna den.

Losning: Kurvlangden ges av integralen

o=

sa lat osss berdkna hastigheten

dr(t)
dt

L

dr(t)
dt

=i+ V2t +tk

och farten

dr(t)’:\/m:\/mzl—i—t.

dt

Saledes far vi kurvlangden till
1
/ 1+t dt =3/2.
0

(d) Lat f(z,y,2) = 2?y32? + 2 och 1at g(t) vara en differentierbar funktion. Sitt r(t) =
e'icostj+ g(t)k och beriikna < f(r(t)).

Losning: Vi berdknar forst
F(x(t)) = €* cos’ tg(t)* + g(1)

Vi deriverar nu denna funktion genom att anviinda en kombination av produktregeln och
kedjeregeln:

d
&f(r(t)) = 2e* cos® tg(t)? + e*'3 cos® t(—sint)g(t)? + e** cos® 12g(t) g’ (t) + ¢'(1).
Vi kan forenkla detta nagot:

%f(r(t)) = ¢% cos? t<2 costg(t)? — 3sintg(t)> + 2 cos tg(t)g’(t)) +4'(1).
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Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa val du kan.

Problem 2

Lat f(z,y) = —22 + 2y + 2% + 2.

(a)

Bestédm och klassificera de kritiska punkterna till f(z,y).
Lo6sning: Kritiska punkter fas genom att 16sa ekvationssystemet V f(z,y) = (0,0), dvs

—2+4+2x=0
242y=0

Det finns endast en 16sning: (z,y) = (—1,1). For att karaktarisera punkten berdknar vi

Hessianen ; ;
2 0
i = [fn fizf
(/) [f21 Ja2 0 2
Vi har f1; > 0 samt det H > 0 och saledes ar detta en minpunkt.

hitta max och min till f(z,y) pa disken 22 + y? < 1.

Lésning: Eftersom den globala kritiska punkten (1, —1) ligger utanfér disken 22 + 2 < 1
s& méaste extremvirden pa disken ligga pa randen 22 + 32 = 1. Vi kan parameterisera
randen med

x(t) = cost, y(t) = sint, 0<t<2m.

Pa randen definierar vi funktionen
g(t) = f(r(t)) = —2cost + 2sint + cos® t + sin® t = 2(sint — cost) + 1.
Vi soker kritiska punkter:
g'(t) = 2(cost +sint) =0

vilket medfor
cost = —sint.

Detta innebir alltsa att det finns kritiska punkter di = —y pa randen, dvs. da z2+y? = 1.
De enda punkterna som uppfyller bada dessa villkor &r

1 1
rT=— — T =—

\/57 y:_ﬁv

Funktionens varden i dessa punkter ar

f(\%—\%) —1-2v2, f<—\2;§) —1+2V2,

och saledes drar vi slutsatsen att (x,y) = (1/v/2,—1/v/2) ar en minpunkt och (z,y) =
(=1/v/2,1/4/2) &r en maxpunkt.
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(¢) Bestam Taylorpolynomet till f(x,y) i punkten (0,0) till andra ordningen i z och y.

Loésning: Taylorpolynomet av f(z,y) kring (a,b) ges i allménhet till andra ordningen i
h=x—aoch k=ax—bsom

1
f(xvy) = f(a,b) + fl(a7 b)h + f2(a7 b)k + 5 (.fll(a, b)h2 —+ 2f12(a’ b)hk + f22((17 b)kQ) NI
Vi soker utvecklingen kring (a,b) = (0,0) vilket da ges av
1
f(z,y) :0—2x+2y+§ (2x2+2y2) 4.

dér vi har anvént att h=x —a=zxzochk=y—-b=y.
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan racker det med svar (ingen motivering beh6vs), men {for uppgift
4-7 skall fullstandiga 16sningar redovisas. Motivera och férklara sa val du kan. Alla
I6sningar anges pa separat skrivpapper.

Problem 3

(a) Ange om foljande ar sant eller falskt.

Pastdende: Om FF : R? — R? ir ett vektorfilt sa ér vektorn F(z,y) paralell med filtlinjen
som skir punkten (x,y).

Svar: Sant.

(b) Vilka av foljande pastaenden stammer for dubbelintegralen [[, f(z,y) dA av en positiv,
integrerbar funktion f(x,y) pa en domén D C R?? Varje ritt svar ger 0.5p.

A Integralen &r en vektor i R2.
Svar: Falskt, integralen &r ett reellt tal.

B Virdet av integralen ar ett tal som representerar volymen av soliden under grafen
z = f(z,y) och ovanfor D.

Svar: Sant. Detta ar en flerdimensionell motsvarighet av enkelintegraler

/ab f(z) dz

som ger arean av omradet under grafen y = f(x) och ovanfér doménen D = [a, b].
C Om f =1 beraknar integralen &ven arean av D.

Svar: Sant. Om f =1 sa har soliden den konstanta hdjden 1 och volymen
vol(solid) = basarea * hojd = area(D) * 1 = area(D)

och vi vet att volymen ges av dubbelintegralen. Alltsa:

area(D) = vol(solid) = //D flz,y)dA=[f=1] = //D dA

D Om D ir en rektangel i R? sa spelar det ingen roll vilken ordning vi utfér integralen.
Svar: Sant.
E Om D &r angiven pa z-enkel form sa maste vi borja med att integrera 6ver x.

Svar: Falskt.
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Problem 4

Lat C vara kvartscirkelbdgen i R? som sammanbinder punkterna (2,0) och (1,1). Berikna
kurvintegralen

/xQ dy — 2y dx
c

Lo6sning: Eftersom kvartscirkeln &ar en del av en cirkel med centrum i (z,y) = (1,0) sa parame-

teriseras den med
z(t) =1+ cost, y(t) = sint, 0<t<m/2

Integralen blir da
/2
/ 22 dy — 2y dz = / (x(t)2y'(t) - 2y(t)x’(t)) dt =
c 0
/2
= / ((1 +cost)? cost — 2sint(— sint)) dt =
0
/2
:/ 2 + cost + cos® t dt,
0

dar vi har anvant trigonometriska ettan for att komma till den sista raden.

Vi kan dela upp detta i tva integraler, och vi borjar med

/2 w/2
/ 2+ cost dt = {Qt—l—sint} =7m+1.
0 0

Den andra integralen ges av

/2 /2 u =sint ! 1
/ cos® t dt:/ cost(l—sin2t) dt = :/ 1—w?du=1-—,
0 0 du = cost dt 0 3

sa det slutgiltiga resultatet blir

1 5
/xzdy—2ydx:7r+1+l—f:7r+f.
c 3 3
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Problem 5

Beriikna volymen under paraboloiden z = 1—x2—%? och ovanfér omradet D C R? som begrinsas
av paraboloiden samt —z < y < v/3z, x > 0. Tips: arctan+/3 = 7/3.

Losning: Vi borjar med att ta reda pa hur skarningskurvan ser ut i zy-planet. I planet har vi
z = 0 och allltsa blir skdrningskurvan

1—22 -y =0

vilket motsvarar en cirkel med radie r = 1. Men vi ska inte berdkna volymen ovanfor hela disken
z? + y? < 1, utan endast ovanfor den sektor som begrinsas av —z < y < v/3z. Dessa olikheter
anger tva linjer
Y= —x, y =3z

och vi &r alltsa intresserade av cirkelsektorn mellan dem. Vi beskriver enklast denna sektor med
poldra koordinater och vi soker vinkeln 6 mellan linjerna. Vinkeln mellan linjen y = —x och
z-axeln &r —7/4; vinkeln mellan linjen y = v/3z och z-axeln ir ¢, dir tan ¢ = /3. Saledes har
vi ¢ = arctan /3 = 7/3. Det totala vinkelsegmentet kan alltsa parameteriseras med

—r/4<6<m7/3

—m/4

Nu kan vi stélla upp integralen som ger volymen:

/3 1
//f($7y)dA=// 1—$2—y2dA:/ dH/ 1—7r?rdr
D D —7/4 0

Integralerna ar oberoende av varandra och vi kan berdkna dem var for sig:

T T r2 r41 T
GDls-5)-%
3 4 2 41, 48
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Problem 6
Lat F(z,y) = (—y, 2).
(a) Berdkna arbetet som vektorféltet F utgor langs kurvan C som parameteriseras av
r(t) = (2, 1* — 1), 0<t<l1
(b) Anvind Greens sats for att rdkna ut arean till omradet R som C omsluter.

Losning:

(a) Om z(t) =t2 och y(t) = t3 — t far vi direkt att
de =2t dt,  dy=(3t*—1) dt.

Inséttning ger da att det utférda arbetet ges av

¢F~dr:/—ydx+ydy:
c c

1
:/ —(t* —t)2tdt +*(3t* — 1) dt =
0

1 5 371
t t 1
= #+2dt= |+ ==
/0 + [5-1—3}0 5+

Wl =
—_
ot

(b) Greens sats séger att

%F-dr:// (m—aFl> dxdyzQ//dA:Q*area(R).
c R\ O Ay R

—_——
=2

Alltsa far vi franresultatet i (a) att omradet R har arean

1 4
area(R) = iéF-dr— T
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Problem 7

Lat C vara cylindern i R? som bestims av 22 +y + 2 < a? samt —3 < 2z < 3.

(a)

Berdkna flodet av vektorfaltet F(z,y,z) = (x,y,z) upp genom toppen och ner genom
botten av C.

Losning: Vi betecknar botten av cylindern med Cj och toppen med C}. Dessa ar diskar
med radie a placerade pa z-virdena z = —3 respektive z = 3. Normalen pa toppen pekar
déarfor rakt uppat och kan véljas till iy = k, och pa botten har vi i, = —k, som alltsa
pekar rakt nedat. Flodet upp genom toppen blir da

Fy = // F(z,y,2) i, dS = // F(z,y,3) -k dady = 3// dzdy = 3area(D) = 3mwa?
C, D D

dér D #r disken 22 + y? < a?. P4 samma, sitt far vi flodet genom botten till

Fp = // F(x,y,2z) -0y dS = — // F(z,y,—3) -k dedy = 3// dxdy = 3area(D) = 3ma®.
Co D D

Anvénd dina resultat i (a) tillsammans med Gauss sats for att berdkna flodet av F(x,y, 2)
ut genom mantelytan av C.

Losning: Enligt Gauss sats kan vi berdkna det totala flodet genom volymsintegralen av
divergensen:

ftat:///v.FdV: FﬁdSzft+-Ft+Fma
c acC

déar F,, betecknar flodet ut genom mantelytan. Totala flodet blir

Fiot = /// FiadV = // (aFl + oR + 8F3> dVv = 3// dV = 3vol(C) = 3x6%ma® = 18ma’.
c c\0x 0Jy Oz c

Vi kan slutligen bestdmma flodet genom mantelytan genom att kombinera detta med re-
sultaten i (a):

Fom = Fiot — Fe — Fp = 187a® — 3wa? — 37a? = 12742,
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