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For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéint pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-7 se sidan 5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

8. Bevisa:

(a) identiteten (3p)
V- (VxF)=0 (div(curl)=0)

Losning: Se Adams kapitel 16.2, Thm 3.
(b) Greens sats for ett vektorfélt pa formen F(x,y) = Fi(x,y)i+0-j. (3p)

Losning: Se Adams kapitel 16.3, Thm 6.



9. Lat D vara en 6ppen, sammansatt domén och F ett glatt vektorféilt definierat pa D.

(a)
(b)

Visa att om F ar konservativt sa &r arbetet utfort av F noll ldngs varje sluten, styckvis
glatt kurva C C D.

Lat P och @ vara tva godtyckliga punkter i D. Visa att om arbetet utfort av F &r noll
langs varje sluten, styckvis glatt kurva i D, sa ar F vdgoberoende, dvs samma arbete
utfors langs alla styckvis glatta kurvor i D som sammanbinder P och Q.

Losning: Se Adams, kapitel 15.4, Thm 1.

10. Visa foljande:

(a)

/ e dy = /7.

—0o0

Losning: Se Adams, kapitel 14.4, Exempel 4 (“A very important integral”)

3 1 e_”3
/ dy / dx / dz=1—¢1.
0 /3 0

Losning: Vi skall berdkna en trippelintegral pa formen

I:///VdV, (1)

dvs volymen av en solid V' definerad av
V={(r,y,2) ER*|/y/3<2<1,0<y<3,0<2< e_ms}. (2)

Vi kan latt utfora den forsta integralen 6ver z vilket ger

I= //D e’ dA (3)

D={(z,y) eR*|/y/3<x<1,0<y<3}, (4)

dar D ar doménen

skriven pa z-enkel form. For att utféra den sista integralen byter vi grénserna och
skriver doménen D pa y-enkel form

D={(z,y) eR}|0<2<1,0<y<3z%}. (5)

Detta ger

) 1 5 322 1 5 e~ 1
I://e_di:/e_xdx/ dy:3/ z2e® dx:?)[f } =1—el.
D 0 0 0 3 Jo

(3p)

(3p)

(3p)



Formelblad for TM A 044

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

z,y, 2) drdydz )
, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod sid.numn
TMAO044 Flervariabelanalys E2 (med 16sningar) 2017-10-26
Godkéantdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa separat skrivpapper.
(a) i. Ange om f6ljande ar sant eller falskt.
Pastaende: Om grinsvirdet da (z,y) — (a,b) for en funktion f(z,y) existerar
sG dar f(x,y) kontinuerlig i (a,b). (0.5p)
Svar: Falskt.
ii. Vilka tre av foljande pastaenden stdmmer for en funktion f(x,y)? Varje ratt svar (1.5p)

ger 0.5p. Det rdcker att ange svar; ingen motivering behévs hdr.

A Den partiella derivatan f;(z,y) anger lutningen i punkten x pa tangentlinjen
till kurvan som skér ytan z = f(x,y) och planet y = konst.

B Den partiella derivatan fi(z,y) anger lutningen i punkten y pa tangentlinjen
till kurvan som skéir ytan z = f(z,y) och planet z = konst.

C Om vi vet att f &ar kontinuerlig i (z,y) s vet vi att f &r differentierbar i
(z,y).

D Om f(x,y) &r linjar i bade x och y sa beskriver grafen z = f(x,y) ett plan i
R3.

E Gradienten av f(z,y) kan ses som en flervariabel-analog till derivatan av f(z).

F Divergensen av f(x,y) kan ses som en flervariabel-analog till derivatan av

f(x).
Svar: A, D, E ar réatt.

(b) Bestim ekvationen for tangentplanet till ytan z3y*2% = 8 i punkten (2,1,1).

Losning: Ytan kan beskrivas som nivaytan

G(x,y,2) =23y -8 =0
. Vi beréknar gradienten

VG(z,y,2) = (32%y* 22, 423y 2% 223y 2)

och utvérderar den i punkten (2,1,1):

VG(2,1,1) = (12,32, 16).
Ekvationen for tangentplanet i punkten a = (2,1, 1) blir saledes

VG(2,1,1)-(x—a) =0

vilket blir
12(x —2) +32(y — 1) +16(z — 1) = 0.

Vi kan slutligen skriva detta p& den mer kompakta formen

3x + 8y + 4z = 18.

(2p)



(c) Lat C vara kurvan som ges av ekvationen —2x + 3% + 1 = —x? + 4y.

i. Bestdm en parametrisering av C.
Losning: Vi kan komplettera kvadraterna och skriva kurvan som
(€ =1+ (y—27*=4

vilket vi kéinner igen som en cirkel med centrum i (1,2) och radie r = 2. Denna
kan parametriseras med

r(t) = (1+2cost)i+ (2 + 2sint)j

dar 0 <t < 2m.

ii. Bestdm langden av C genom att stélla upp den relevanta kurvintegralen och be-
rikna den.

Losning: Kurvlangden ges av integralen

27
C 0

dr(t)
dt

dr(t)
dt

K2

Vi berdknar hastigheten

= —2sinti+ 2cost]

och farten
dr(t)

dt

Saledes far vi kurvlangden till

’ = /(—2sint)2 + (2cost)? = 2.

2T
2/ dt = 4r.
0

(d) Lat f = f(z,y) vara en tva ganger differentierbar funktion pa R?. Beriikna if; for

ou
x = 2u + v? och y = u?. Uttryck svaret i termer av de partiella derivatorna av f.

Losning: Vi berdknar forst

af oOfox Of Oy

9u " drou T agou 2Nt 2ul

Vi fortsatter att berdkna andraderivatan:

*f _ 0 N1

0f2
33 = %(2]"1 +2ufy) = 26— +2f2 + 2u

ou’

Vi anvander nu kedjeregeln for att berédkna de aterstaende derivatorna av fi och fo:

O*f 8fl oz afl oy Of2 Ox 8fz 9y
el - 2fy 4+ 2222
02~ 2oz ou  Zayou T 2 a0 T2y au

Inséttning av de partiella derivatorna av x och y ger da slutligen

82
87;; = 4f11 + Sufio + 2fo + 4u® fa,

dér vi dven anvant det faktum att fio = fo1.

(1p)

(1p)



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Funktionen V(z,y) = 2% 4+ 9® ger den sammanlagda volymen av tva kuber med sidlingder
x och y.

(a)

Bestam och klassificera de kritiska punkterna till V' (z,y). LOsning: Kritiska punkter

fas genom att 16sa ekvationssystemet

— =322 =0, a—:3y220.
Y

Enda l6sningen ar (z,y) = (0,0). For att se vilken typ av kritisk punkt det ar berdknar
vi Hessianen (.9) .9)
fu(z,y)  fio fﬁ,y) <6$ 0)
H V .’IJ, - =
Viz9) <f21(a?,y) Joa(z,y) 0 6y
Vi har saledes att det H(V(0,0)) = 0 och vi far ingen info. Dock kan vi ldtt inse att

(0,0) maste vara en sadelpunkt till V (x,%), eftersom f(x) = 23 har en sadelpunkt i
x=0(f(z) <0 for z <0 men f(x) >0 for x > 0).

Stall upp en funktion A(z,y) som beskriver den sammalagda arean av kuberna och
anvind Lagrange metod for att bestdmma den storsta mojliga sammanlagda volymen
av kuberna givet kravet att A(x,y) = 12.

Losning: Arean ges av funktionen
Az, y) = 62 + 61>
Vi stéller saledes upp Lagrangefunktionen
L(z,y,\) = V(z,y) + AM(A(z,y) — 12) = 2% + y* + A(62” + 6y* — 12).

For att hitta kritiska punkter till denna maste vi 16sa ekvationssystemet:

OL

— = 322+1222=0
ox
oL
— = 3y +120y =0
dy
B x” + 0y
Vi l6ser ut A fran de {orsta tva ekvationerna:
x Y
)\ = —— = ——
4 4
vilket ger
r=y.

Insdttning i den tredje ekvationen leder till
622 + 622 = 12

dvs
22 =1.

(3p)



Vi har alltsa tva kritiska punkter
(—1,-1) och (1,1),
dar funktionen tar vérdena
V(-1,-1) = -2, V(l,1)=2.

Slutsatsen blir alltsa att volymen maximeras i punkten (z,y) = (1,1) dar V(1,1) = 2.

Bestam Taylorpolynomet till V' (z,y) i punkten (1, 1) till andra ordningeni h =z —1
ochk=y—1.

Lo6sning: Taylorpolynomet av V' (z,y) kring (z,y) = (1,1) ges till andra ordningen
av

Vie,y) = V(LD + WL —1)+Ve(1,1)(y - 1)

—l—% <V1,1(1, D(z —1)2 4 2Via(1, 1) (z — 1) (y — 1) + Vao(1, 1) (y — 1)2> 4.

1
= 2+3h+3k+§(6h2+0+6kz2)+---
= 24 3(h+k)+3(R*+ k) + -

dér vi definierat h =2 — 1, k =y — 1.

(1p)



Anonym kod sid.numn

TMAO044 Flervariabelanalys E2 (med 16sningar) 2017-10-26

Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. (a) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Om F : R? — R? dr ett vektorfilt sa dr vektorn F(z,y) vinkelrit mot
faltlinjen som skir punkten (x,y). (0.5p)

Svar: Falskt.

(b) Vilka tvd av foljande pastdenden stammer for ett vektorfalt F(x,y)? Varje ritt svar (1p)
ger 0.5p.

A Om F(z,y) ar ett konservativt vektorfélt sa finns en unik skalér funktion ¢(z,y)
sa att F = V.

B Divergensen av F &r en skaldr i R?.

C Gradienten av F &r en skalir i R2,

D Om F ar rotationsfritt sa &r F konservativt.

E Rotationen av F ar divergensfritt (“solenoidal”).

Svar: B, E ar ratt.

4. Lat C vara kurvan som parametriseras av r(t) = i+ 2tj + (10 — t*)k for 0 < ¢ < 2. Bestim
vardet av integralen

/sinxdaz+ydy—302dz
c

genom att

(a) berdkna kurvintegralen direkt med hjilp av parametriseringen; (3p)

Losning: Parametriseringen ger oss x(t) = 1,y(t) = 2t,2(t) = 10 — ¢> och den
parametriserade integralen kan saledes skrivas

I= /0 i (sinx(t) 2'(8) +y(t)y () — 302(¢) z'(t)) dt = /0 i (475 +60(10 — t2)>dt.

Detta &r nu en vanlig envariabelintegral och kan beréknas direkt:

2 i 4t2 t2 t4 2
7= / <4t + 600t — 60t5) dt = [ LU @} — 068,
0

2 2 4 o



(b) utnyttja det faktum att vi kan tolka kurvintegralen som arbetet utfort av det konser-

vativa vektorfiltet F = sinzi+ yj — 30z k lings kurvan C.

Losning: Vi noterar nu att kurvintegralen kan skrivas som en arbetsintegral

I—/F-dr
C

dér vektorféltet ges av F = sinx i+ yj — 30z k. Detta &r konservativt och kan skrivas
F = V¢ dar en potential ges av

2
é(x,y,z) = —cosz + % — 1522
Eftersom konservativa vektorfalt dr vigoberoende har vi direkt

I= /Cw Cdr = ¢(r(2)) — ¢(x(0)) = ¢(1,4,6) — ¢(1,0,10) = 968.

5. Lat C vara den slutna kurva som parametriseras av r(t) = (¢ — t3)i + (2t3 — 2t9)j for
0 <t <1, ochlat R vara omradet som omsluts av C, dvs. 0R = C.

(a)

Anvind Greens sats for att visa att kurvintegralen — %ydw kan anvédndas for att
berékna arean av R.

Losning: I allménhet sa ges arean av R av formeln

area(R)://RdA.

For ett vektorfalt F(x,y) = Fi(x,y)i+ Fa(x,y)j har vi Greens formel:

or, 0F
—£ _— ——\)dA= F - dr.
//R<8:c y )d ng dr

Om vi nu véljer F = —yi 4 0 - j sa ger Greens formel att vi kan berékna arean med
area(R)—//dA—yg F-dr——ygyd:c,
R OR C

Anviand kurvintegralen i (a) for att berdkna arean av R.

vilket skulle visas.

Losning: Vi berdknar arean genom att berdkna kurvintegralen runt den parametri-
serade kurvan:

area(R) — _§é ydz = — /0 ey

Enligt parametriseringen har vi z(t) = t—t3, y(t) = 2t3—2t5 och saledes 2/ (t) = 1-3t2.
Insdttning i integralen ger da

1 1 1
area(R) = —/ (263 —2t°)(1-3t%)dt = —/ (2t3—6t°—2t°4+-6t7)dt = —/ (2t3—8t°+6t7)dt.
0 0 0

Vi far alltsa slutligen

area(R) =

4 6+8

[2t4 8¢9 6t8}2_1
o 127

(2p)



6. Berikna arean till den del av ytan 22 + y? = 22 diar 0 < z < 1.

Losning: Vi har en nivayta S pa formen
G(z,y,2) =2 +y*> — 22 =0,

med begrinsningen z > 0. Detta &r en kon i R? som 6ppnar sig uppat i z-riktning. Vi vet
att for en nivayta har vi

VG

ds—\wa/az)

’ dx dy.

Vi berédknar gradienten

VG = (2z,2y, —22)

vilket ger

(2z,2y, —2z)
(—2z)

dir vi utnyttjat att 22 = 22 4+ y? pa ytan S. Arean blir da

area(S) ://SdS: \@//D dxdy

déar D &r projektionen av S pa zy-planet, dvs disken med radie r = 1

42 492 422 2 2
dxdy—\/ s dxdy = a: Z—;y + ldzdy = V2dzdy

s - | W

D ={(z,y) € R? |;82—1-y2 <1}
Vi far alltsa till slut

area(S) = \@//D dz dy = V2 area(D) = V2.

. Beriikna flodet av vektorfiltet F = 22k upp genom halvsfiren S som ges av 22 + 4% + 22 =
4, z > 0, genom att:

(a) direkt berékna flodesintegralen [[¢F -ndS;

Losning: Vi vill berdkna flodet uppat ut ur ytan S. Detta dr en nivayta pa formen
Glr,y,2) =2’ +y* +22—4=0, z>0.

Vi vet att for en nivayta blir flédesintegralen

//F nds = // aG/a j dady,

dér D é&r, precis som i foregdende uppgift, projektionen av S pa xy-planet. I detta fall
blir detta disken med radie r = 2:

D ={(a,y) € B[22+ < 4},

(2p)



Vi far alltsa integranden till

VG Ty
P 2. (2 Y )22
@Gjo:) ~ 00 (5 51)=-

Pa ytan S har vi 22 = 4 — 22 — 2 och integralen blir da

//SF.ﬁdS://DZdedy://D@_ZCZ_yz)dxdy‘

Vi gar nu 6ver till polédra koordinater vilket slutligen ger flodet:

2T 2 472 459
// zzdxdy—//(ﬁl—:):Q—y?)d:rdy—/ d@/ (4—r2)rdr:2W[L—r—] = 8.
D D 0 0 2 4o

(b) anvinda Gauss sats. Du méaste dven forklara varfor Gauss sats faktiskt gar att anvinda
hér trots att ytan S ej ar sluten!

Lat V beteckna den totala volymen som innesluts av halvsfaren. Gauss sats siger att totala

flodet ut ur V ges av
// V-FdV:# F-ndS.
1% v

Notera nu att randen OV bestar av tva delar:
oV=S+D

dér S &r halvsfiren och D &r dess projektion pa xy-planet, dvs “botten” pa halvsfaren.
Flodet som beraknas av Gauss sats ger alltsa bade flodet uppat, ut ur S, samt ner genom

// V-FdV://F~ﬁgdS—l—// F.npdS.
14 S D

For att kunna anvinda Gauss sats for att berakna flodet ut ur S maste vi alltsd dra bort

bidraget fran botten:
//F-ﬁgdS:// V-FdV—//F-ﬁDdS.
S 14 D

Lat oss studera flodet ner genom D. En normal ges direkt av np = —k och vi har saledes
F-np=(0,0,2%)-(0,0,—1) = —2°.

Men péa ytan D (alltsd botten pa halvsfiaren) har vi z = 0! Saledes drar vi slutsatsen att

flédet ner genom D &ar noll:
// F-npdS=0.
D

Detta innebér att just i detta fall kan vi alltsa berdkna flédet ut genom den icke-slutna
ytan S med hjalp av en volymsintegral:

//F-ﬁgdS:// V.Fav.
S |4

Nu utfoér vi trippelintegralen i hogerledet och jamfor med flodet vi fick i (a)-uppgiften.
Divergensen blir
V- -F =2z



och integralen vi skall berdkna &r alltsa

2///‘/de.

I detta skede &r det lampligt att ga over till sfariska koordinater:
Z = p COS p, dV = p? sinpdf dp dp,

och eftersom vi bara vill integrera 6ver halvsfiren sa begransas ¢-doménen till 0 < ¢ < 7/2.

Vi far
27 w/2 2
2/// de—2/ d@/ sin cosgpdgp/ 02 dp.
v 0 0 0

Integralen 6ver ¢ kan vi berdkna exempelvis med hjélp av dubbla vinkeln: sin ¢ cos¢ =

%sin 2¢p, vilket ger slutligen
1
2/// zdV =2-2m- = -4 =8m,
v 2

vilket &r samma flode som vi fann i (a)-uppgiften.



