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For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéint pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-8 se sidan 5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

9. (a) Formulera och bevisa Gauss sats for ett vektorfalt pa formen F'(z,y, z) = F3(z,y, 2)k.
Det ricker att anta att doménen V &r pa z-enkel form, dvs att x,y-grénserna &ar

fixerade men z granserna &r x, y-beroende. (3p)
(b) Bevisa identiteterna (3p)
V- (VxF)=0
Vx(Ve)=0

for ett godtyckligt vektorfalt F(z,y, z) samt godtycklig funktion ¢(x,y, z).

L&sning: Se Adams, kap. 16.2 och 16.4.



10.

11.

Anvind Stokes sats for att berdkna kurvintegralen gﬁc F - dr, dir C &ar kurvan som utgor
skirningen mellan konen z? = 22 + 32 och planet z = 1, och F ir vektorfiltet

y3 2133
F(z,y,2) = (Sinaz — 3) i+ (Cosy + 3>J + zyzk.

Losning: Stokes sats ges av

//VxF-ﬁdS:yg F . dr.
s c=08

For att anvinda Stokes sats skall vi alltsa berdkna ytintegralen i vinsterledet. Vad &r S?
Detta &r en yta som har C som rand. Kurvan C &r enhetscirkeln i planet z = 1 med centrum
i origo. Det finns tva naturliga ytor som har C som rand: disken D i planet z = 1 som
utgors av 22 + 4% < 1, samt den del K av konen 22 = 22 + 4% som begrénsas av 0 < z < 1.
Bada dessa ytor har C som moturs orienterad rand. Stokes sats skall alltsad ge samma svar
for bada ytorna. Vi véljer att anvinda ytan D eftersom den ar enklare.

Vi berdknar rotationen av F:
V xF =zzi —yzj+ (22 + )k

Normalen till D utgors av k sa ytintegralen blir

2 1
//VxF~ﬁdS://(x2+y2)dS:/ de/ PSdr = =
D D 0 0 2

Betrakta vektorfiltet F(x,y) = ( ), definierat for alla (z,y) # (0,0).

—y .

ey R )

(a) Visa att V x F = 0, men att arbetsintegralen for alla slutna kurvor som gar ett varv
runt origo ar icke-noll.

(b) Forklara varfor F inte kan vara konservativ.

Losning: Det &r en enkel berdkning att V x F = 0 utanfor origo. Vi kontrollerar forst

att den slutna kurvan parametriserad av r(t) = (cost,sint),0 < ¢ < 27 har en arbetsin-

tegral som &r icke-noll. Integralen blir i det fallet, fozw F. dfi(tt) dt = 027r —sint(—sint)dt +

cost + costcostdt = fozﬂ dt = 27. Givet en annan kurva v som gar exakt ett varv moturs
runt origo, lat D vara omradet mellan v och r(¢). Enligt Greens sats ar skillnaden mellan
arbetsintegralerna ldngs v och r(¢) en dubbelintegral 6ver D, med integrand V x F -k = 0,
alltsé ger de samma svar.

Slutligen, F kan inte vara konservativ eftersom for konservativa vektorfilt sa ar arbetsingra-
ler enbart beroende av punkterna dér kurvan borjar och slutar. Om nu vi tar tva arbetsin-
tegraler som borjar och slutar i (1,0), t.ex. r(¢) och den konstanta kurvan 1(¢) = (1,0), ser
vi att 1 det ena fallet 4r arbetsintegralen 27, i det andra fallet 0. Alltsd kan F inte vara
konservativ.




Formelblad for TM A 044

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

z,y, 2) drdydz )
, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod
TMAO044 Flervariabelanalys - Tentamen E2 (med 16sningar) 2018-10-

Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall svar anges pa separat skrivpapper.

(a) i) Grafen till funktionen f(x,y) = x &r
A. En linje i yz-planet
B. En linje i xy-planet
C. Ett plan som ligger “tiltat” i forhallande till koordinatplanen.
D. Ett plan som ligger parallellt med zy-planet.

Svar: C

ii) Vilken av foljande punkter ligger nirmast punkten (1,2,3) € R3?

Svar: D

iii) Pastaende: Varje yta S som ges av en ekvation pa formen G(z,y, z) = 0, for na-
gon funktion G(x,y, z), kan dven beskrivas som grafen till nagon funktion f(z,y),
dvs z = f(z,y).

A. Sant
B. Falskt

Svar: Falskt

(b) Lat f(x,y) = 2t +y* + 22 + 4.
i. Bestdm ekvationen for tangentplanet till funktionsytan z = f(z,y) i punkten
(z,y) = (1,1). (1.5p)
ii. Ange normalen n till tangentplanet ovan i (x,y) = (1,1). (1p)

Losning: Ekvationen for tangentplanet till en funktionsyta z = f(x,y) i punkten
(z,y) = (a,b) ges av

z= f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + fa(a,b)(y —b).



De partiella derivatorna blir
Alzy) =42 422, fo(z,y) =3y +1
och i punkten (1, 1) har vi
f(1,1) =4, fi(1,1) =6, f2(1,1) = 4.
Tangentplanets ekvation blir da
z=446(x—1)+4(y—1)

eller, nagot omskrivet,
6x + 4y — z = 6.

Normalen till en funktionsyta z = f(x,y) ges av
n(z,y) = —fi(z,y)i - fa(z, y)j + k.
I punkten (1,1) har vi alltsd normalen
n=n(l,1)=-6i—4j+k

vilket &r den efterfragade normalen till tangentplanet i punkten (1,1).



(c) Lat C C R? vara kurvan som utgérs av 1sningarna till ekvationssystemet

i. Ange en parametrisering av kurvan C. (1p)

Losning: Om vi skriver om ekvationssystemet som

Positionsvektorn blir darfor

1 1
r(t) = gt?’i + ﬁﬁj + tk.

ii. Bestdm ldngden av det segment av C som sammanbinder punkterna (0,0, 0) och

(1/3,1/v2,1). (2p)

Losning: Kurvldngden ges i allménhet av

(= /tl I’ (8) | dt

to

I var parametrisering har vi r(0) = (0,0, 0) och r(1) = (1/3,1/4/2, 1), och saledes
sitter vi tg = 0 och t; = 1 for vart kurvsegment. Vi berdknar hastigheten

r(t) =i+ V2 + k

och farten
() =Vtt+22+1=/(2+1)2=>+ 1.

Kurvlangden blir da

1 t3 1 4
(= 24+Ddt=|—+t| =-.
[ va={g ] =3

(d) Lat f = f(x,y) vara en tva ganger differentierbar funktion, dir z = s2 + ¢ och

y = 25 — 3t. Rikna ut % och g:aé i termer av partiella derivator av f. (3p)

Losning:
0% f B 0’ f
d0s0t — Otds

= 2sf11 + (2 — 12st) f12 — 12t fos.



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat g(z,y) = xy? — 54.
(a) Bestdm med hjilp av Lagranges metod det minsta avstandet fran origo i R? till
nivakurvan g(z,y) = 0. (3p)
(b) Bestam Taylorpolynomet av g(x,y) upp till ordning 2 i punkten (2, 2). (1p)
Losning: (a) Avstandet fran origo (0,0) till en godtycklig punkt (z,y) ges av y/22 + y2. Rik-

ningarna blir dock enklare om vi anvéinder oss av det kvadrerade avstandet 22 +y? och minimerar
det. Vi har alltsa funktionen

flz,y) =2+ ¢

som skall minimeras givet bivillkoret g(z,y) = 0. Enligt Lagranges metod méaste vi da soka
kritiska punkter till

L(%,y, )‘) = f(xay) + )‘g(xay) = 112 + y2 + )‘(xyz - 54)

Med andra ord soker vi losningar till ekvationssystemet

oL
— =2+ M2 =0
ox
oL
— =2y +2\xy =0
dy
— = —54=0.
ox Y
Fran den andra ekvationen drar vi slutsatsen att
2y(1+Xx) =0
vilket har tva losningar: y = 0 eller Az = —1. Losningen y = 0 ar dock inte kompatibel med den

tredje ekvationen och kan darfor ignoreras. Om vi multiplicerar den forsta ekvationen med x kan
vi utnyttja lésningen Ax = —1 pa foljande vis:

0 = 222 + \ay? = 222 — o2

Detta leder alltsé till ekvationen
y2 — 9,2

med l6sningar y = ++v/22. Vi stoppar nu in detta i tredje ekvationen:
0=2y® — 54 = o+ v2z)" — 54 = 2% — 54.

Vi skriver om denna till ekvationen
% =27

som har 16sning # = 27'/3 = 3. Vi har alltsa tva punkter som bada kandiderar till att ligga
narmast origo:

(3,3v2),  (3,-3V?2).

Dessa ligger bada pa samma avstand fran origo:

/334 (£3v2)2 = V9 +2-9 =27 = 3V3.

Detta ar alltsd det minsta avstaendet fran kurvan g(z,y) = 0 till origo, och det uppmaéts i bada
punkterna (3, 4+3+v/2).



Lo6sning: (b) Taylorpolynomet i punkten (2,2) ges till ordning 2 av
g(x,y) = —46 + 4h + 8k + 4hk + 2k>

dirh=x—2och k=y—2.



Anonym kod
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. i) Lat R utgora kvadraten som definieras av —1 <z < 1 samt —1 <y < 1. Tecknet pa
dubbelintegralen ffR z*dA &r da:
A positivt,
B negativt,
C noll,
D obestambart (0.5p)

Svar: A

ii) Integralen fol fol r2dA representerar (0.5p)

A Arean under kurvan y = 22 mellan = 0 och = = 1.

B Volymen under ytan z = 2

2

ovan kvadraten 0 < x,y < 11 zy-planet.

C Arean under kurvan y = x* ovan kvadraten 0 < z,y < 1 i zy-planet.

iii) Féltlinjerna till vektorféltet F(x,y) = —yi + zj ar (0.5p)
A réta linjer genom origo,
B hyperboliska kurvor,

C cirklar,
D paraboliska kurvor.
b 772 1 S AP
4. Berikna ytintegralen [[z2dS dér S dr konen z = \/z? + 32,0 < z < 2. (2.5p)

Losning: Konen ar en funktionsyta pa formen z = g(z,y) = y/22 + y? och vi har saledes

dS = \/1+ g} + g3dvdy = V2dxdy.

Doménen R for x och y bestims av 0 < z < 2 vilket ger disken 22 4 32 < 4 i xy-planet. Vi

far alltsa
// 22dS = \/5// 2drdy = \/ﬁ// (2% + y*)dzdy,
S R R

= 22 + ¢? pa ytan. Vi gar nu 6ver till polira koordinater och far slutligen

\@//R(JCQ + y?)dzdy = \@/027r do /02 r3dr = 8v/2m.

eftersom 22



(a) Lat F(x,y) = (cosz + €¥)i + ze¥j. Avgor om F &r konservativt och, om sa ér fallet,
bestdm en potential ¢ till F.
Losning: Den vanliga metoden ger att en potential ges av ¢ = ze¥ 4 sinx + C.
Alternativt kan man verifiera att kriteriet for att F ska vara konservativ ar uppfyllt
vilket ocksé &r tillrdckligt eftersom F &r 6verallt definierad.

(b) Rékna ut arbetet F(x,y) utfor langs kurvan r(t) = ti — sintj, 7 <t < 37 /2.
Losning: Kurvan har startpunkt i Py = r(7) = (7, 0) och &ndpunkt i P = r(37/2) =

(37/2,1). Eftersom faltet dr konservativt far vi att det utférda arbetet ges av

[ vo-dr = or) - o(r) = —r 1.

6. Lat V vara soliden som begransas av planet z = 2—x—y samt koordinatplanen x = 0,y = 0,

och z = 0. Berékna volymsintegralen [[[}, ydV.

Losning: Soliden V' ar tetrahedern med horn i (2,0,0), (0,2,0) samt (0,0,2). En mojlig
“slicing” ar att dela upp den i trianglar T'(z) dar 0 <y <2—20ch 0 < 2z <2—2 —y. Den
itererade volymsintegralen blir da

2 2 2—x 2—x—y 2
/// de—/ dm// ydA—/ da;/ ydy/ dz = —.
v 0 T(x) 0 0 0 3

. Lat F(x,y) = %(—yi + xj) och lat C vara den slutna kurva som parametriseras av r(t) =
sin(2t)i+sintj, 0 <t < 7. Anvind Greens sats for att rdkna ut arean till omradet R som
C omsluter.

Losning: Greens sats sidger att

) 3F1) yg
—= - ——|dA = F . dr.
//R < dr Oy C=0R

Om vi har ett vektorfalt F sa att
ory, O0F;

Ox dy

far vi alltsa enligt Greens formel att

area(R) = // dA = 75 F - dr,
R C=0R

och vi kan saledes berdkna arean med kurvintegralen 6ver C.

(2p)

(1p)



For den parametriserade kurvan far vi

dr = T . _dr(t)
y?j:aRF d /0 F(r(t)) o dt

1 s
= 2/ (—sint,sin 2t) - (2 cos 2t, cos t)dt
0

1 i
= 2/ (—2sint cos 2t + sin 2t cost)dt.
0

Vi kan nu utnyttja foljande trigonometriska identiteter for dubbla vinkeln (se formelbladet):
sin 2t = 2sint cost, cos 2t = cos® t — sin’ 1.

Med hjélp av dessa forenklas integralen till

™
/ sin® tdt
0

Vi kan nu anvinda trigonometriska ettan for att skriva sin? ¢ = 1—cos? t vilket ger integralen

T 1 !
/ (sint — sint cos® t)dt = {— cost+ - cos’t| = -.
0 3 0 3
Arean av regionen R &r alltsa
4
R) = -.
area(R) 3

. Lat F(z,y,2) = (y? + 2)k och lat S vara den koniska ytan z = 1 — /22 + y2, 2 > 0.

(a) Bestam flodet ut ur S genom att berékna flodesintegralen [[¢ F - ndS. (3p)

(b) Berékna nu samma fléde ut ur S genom att anvinda Gauss sats. (3p)
Losning: (a) For en kon z = g(x,y) = 1 — y/2? + 32 har vi
dS =1\/1+ ¢} + g3dxdy = V2dzdy.
Enhetsnormalen ut ur S blir (eftersom S &r en funktionsyta)

n x Y

f L (gri— i K) = — i+ j+k
AL =0 .
n[ V2 V2 \ Va2 + g2 Va2 2

Eftersom

kan vi skriva flodet ut ur S som

//SFﬁdS://D(yQJrz)dA://D(yQJrl—\/m)d/l,

dir D &r disken 22 + y? < 1 som utgdr projektionen av S pa wy-planet.



Vi kan nu berdkna de aterstaende integralerna i polara koordinater

2 2
//y+1 x2+y)dA = / df sin? 0/ 3dr+/ d@/ rdr—/ dé’/
Z
4

”‘?
7£
12°

Losning: (b) For att kunna anvéinda Gauss sats maste vi sluta ytan S. Vi gor detta genom
att lagga till botten pa konen vilket dr en disk 22 4+ y? < 1. Beteckna denna disk med S’.
Den solida konen V' har nu en rand 9V som utgors av unionen S U S’. Totala flédet ut ur
OV kan nu berdknas med hjilp av Gauss sats

///Vv.FdV—%[éV F-dS—//SF.ﬁdS_i_///F_ﬁ/dS

Det sokta flodet ut ur konen S kan alltsa berdknas enligt

//F-ﬁdS:// V~FdV—// F-1n'ds.
S \%4 S’

Vi borjar med att berikna flodet ner genom botten S’. Normalen kan viljas till n’ = —k.
Notera dven att pa ytan S’ har vi z = 0. Vi far da

// F-ﬁ’dS_—// yPdA =",
5 D 4

vilket var en precis en av de integraler vi berdknade i (a)-uppgiften.

Det aterstar att berdkna volymsintegralen. Vi har
V- F=1

och saledes far vi

/// V.FdV — /// AV = vol(V) = area(basen) - htjden _T
1% 1% 3 3

eftersom V ar en solid kon.

Om vi nu samlar vara resultat far vi att flodet ut genom S blir

Jirws-5-(5)-5

i enlighet med vad vi beriknade i (a)-uppgiften.



