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For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéint pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-8 se sidan 5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

9. (a) Lat F(z,y,2) = Fi(z,y,2)i + Fa(z,y,2)j + F3(7,y, 2)k. Lat S vara en yta i R? para-
metriserad av
r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u, v)k.

Definiera ett nytt vektorfalt G(u,v) i (u,v)-planet med komponenter:

G1(u,v) := F(r(u,v)) - SZ, Ga(u,v) := F(r(u,v)) - gz
Visa att foljande identitet haller:
curl F - (81‘ X 81‘) :@—@.
ou Ov ou ov
(Denna identitet utgor nyckelsteget i beviset av Stokes sats.) (3p)

Losning: Se lank: http://www.math. chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tma044/1718/Stokes_calculation.pdf



(b) Lat F(x,y,2) = (—zy?, 2%y, 2) och lat S vara den del av sfiren z2 + y? + 22 = 25 dar
z > 4. Berdkna rotationen av F over S. (3p)

Losning: Vi vill berdkna ytintegralen

// curl F - NdS
S

dér N ér enhetsnormalen till S med orientering i positiv z-riktning. Vi kan nu anvénda
Stokes sats for att skriva om denna som en integral runt randen till S. Randen till .S
ar den del av sfiren x2 + y? + 22 = 25 déir z = 4, dvs cirkeln

z? +y? = 9.

Eftersom normalen N #r utatriktad blir randen C = 8S moturs orienterad. Vi para-
metriserar randen med

x = Jcost, Yy = 3sint, z =4,

dar 0 <t < 27. Enligt Stokes sats far vi

// curl F - NdS = F - dr.
S C=0S

Den parametriserade kurvintegralen blir

2m dr 2m / ,
;é:aSF'dr:/o F(r(t))- dtdtz/o (—z(t)y(t), z(t)*y(t),4) - (2'(2),y' (1), 0)dt,

vilket leder till )
T
81 / (cos t sin®t + cos® ¢ sin t) dt.
0

Vi kan nu bryta ut en factor sint cost och anvéinda den trigonometriska ettan for att
skriva om detta till det enklare uttrycket

27 2T s
2%
81/ cost sintdt—81/ SWA gt = 0.
0 o 2

Vi ser alltsa att den totala rotationen Gver ytan &r noll.

10. Lat F : R2 — R2 vara ett oéverallt definierat vektorfilt.

(a) Lat C; och Cy vara tva kurvor som borjar i en punkt P; och slutar i en punkt P.
Anviand Greens sats for att berakna skillnaden fCl F - -dr — fC2 F - dr i termer av
dubbelintegraler. (4p)

Loésning (a):

Eftersom kurvan C; — Cs &r en sluten kurva (dér notationen betyder att jag forst gar
léngs C; fran borjan till slut, och sen tillbaka langs Co, sdger Greens sats att detta ar
en dubbelintegral 6ver det inre R. Mer precist ar

/ F-dr://(%alpl)dmdy.
C1—Cs r\ O Oy



(b) Anvénd ovanstaende observation och lampliga identiteter for att bevisa att om F &r
konservativt, sa ar arbetsintegralen oberoende av vag.

Lo6sning (b):

Antag att F = V¢ {6r nagon potential ¢(x,y). Eftersom curl F -k = % — %—I;l, foljer

det bland annat fran 10c. Detta foljer i sin tur fran att blandade derivator kommuterar.

11. Beskriv filtlinjerna till vektorfaltet F(z,y, z) = yi — zj + k.

Losning: Faltlinjesekvationerna blir

d d
o Yo
Yy T
Vi kan skriva om den férsta ekvationen enligt
rdr = —ydy
vilket kan integreras till
22 4 y? =2

. Om vi nu kombinerar den forsta och sista ekvationen far vi

dz 1

de  y’
Vi kan nu 16sa ut y fran vart forsta resultat ovan vilket ger z-beroendet:

y =102 — 22

Om vi kombinerar de senaste tva ekvationerna leds vi till

dz 1

dr ~ JO? — 12

Integrering ger da

_ dz do — 1 d — .z D
z = %.’I)— Ww—arcsma—i— .
Vi kan &ven invertera denna relation och skriva
xz = Csin(z — D)

vilket motsvarar ytor i R3. Féltlinjerna ar darfor spiralliknande kurvor dér ytorna z =
C'sin(z — D) skiir cylindrarna 22 + y? = C2.

(2p)

(6p)



Formelblad for TM A 044

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

z,y, 2) drdydz )
, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod

TMAO044 Flervariabelanalys - Omtentamen E2 (med l6sningar) 2019-

Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall svar anges pa separat skrivpapper.

(a) i) Mingden av alla punkter i R med avstand 4 fran z-axeln dr
A. En sfiar med radie 4 och centrum pé z-axeln
B. En linje parallell med z-axel pa avstand 4 fran origo
C. Ett cylinder med radie 4 centrerad kring z-axeln
D. Planet z =4

Svar: C
ii) Skdrningen mellan graferna till f(z,y) = ?+%2 och g(z,y) = 1—?—1? beskriver
sfar

ellips
cylinder

OaQwpE B

cirkel

Svar: D

iii) Pastaende: Lat f(z,y) = 0 vara en nivayta, och (a, b) en punkt pa nivaytan. Da
ar fz(a,b)(z —a) =y — b ekvationen for tangentplanet i (a,b).

Ange vilket alternativ nedan som stimmer. Om du anser att pdstiendet ovan dar
fel, ange da den korrekta ekvationen.

A Sant
B Falskt

Svar: Falskt; ekvationen ges av Vf(a,b) - (z —a,y —b) = 0.

(b) Lat f(z,y) = 22%.
i. Bestdm ekvationen for tangentplanet till funktionsytan z = f(x,y) i punkten

(z,y) = (2,3).
ii. Ange normalen n till tangentplanet ovan i (x,y) = (2, 3).

Losning: Ekvationen for tangentplanet till en funktionsyta z = f(x,y) i punkten
(z,y) = (a,b) ges av

z = f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y — b).



De partiella derivatorna blir

fi(z,y) = dzy, fo(z,y) = 21

och i punkten (2, 3) har vi

Tangentplanets ekvation blir da

z2=24+424(x —2) +8(y — 3).

Normalen till en funktionsyta z = f(x,y) ges av

Il({E,y) - _fl(x7y)i - fQ(IE, y)J +k.

I punkten (2, 3) har vi alltsd normalen

n=n(23)=-24i—-8j+k

vilket &r den efterfragade normalen till tangentplanet i punkten (2, 3).

(c) Lat C C R? vara kurvan som utgors av 16sningarna till ekvationen

ii.

13—6z+a>+4y+y°>=9

. Ange en parametrisering av kurvan C.

Losning: Vi kan skriva om ekvationen enligt:
(@=3)"+(y+2)* =9

vilket vi kéinner igen som en cirkel med radie 3 och centrum i punkten (3, —2).
En parametrisering ges da av

z =3+ Jcost, y=—2+3sint
eller, i termer av positionsvektorn,

r(t) = (3+3cost)i+ (—2+ 3sint)j.

St&ll upp en integral som beriiknar lingden av grafen till f(z) = 2® mellan origo
och x = 2. Du behdéver inte berékna integralen.

Lo6sning: For en parametriserad kurva r(¢) ges kurvldngden i allménhet av

(= /tl (1) dt

to

Vi skall studera grafen y = f(x) = 23 vilket har en naturlig parametrisering:
r(z) = zi+ f(z)j.

Kurvlangden ges alltsa av integralen

2 2 2
(= / ¥ (z)|dx = / V14 (f'(x))?dx = / V' 1+ 9z4dz.
0 0 0

(1p)



(d) Lat f = f(z,y) vara en tva ganger differentierbar funktion, dér = ucosv och y = u.

2 2
Réakna ut % och gTJ; i termer av partiella derivator av f.

Losning;:

0

of =cosv f1 + fo

ou
82
7J2€ = cos? v f11 + 2¢osv fia + foo
ou

15) .
a—ﬁ = —usinwv fi
0% f

= —wucosv f1 + u? sin2vf11.

ov?

(3p)



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(z,y) = 2% — 3oy + y? — x + 4y.

(a) Bestdm storsta och minsta virde av f(z,y) pa omradet 0 <z <y < 1.

(b) Bestdm Taylorpolynomet av f(x,y) upp till ordning 2 i punkten (1, 1).
Losning: (a) Omradet &r en triangel med horn i (0,0),(1,1),(1,0). Detta &r en kompakt
méngd och funktionen &r kontinuerlig. Darfér maste den anta ett stérsta och minsta vér-

de pa omradet. Punkterna som maéste kollas &r: kritiska punkter inuti triangeln, kritiska
punkter pa randen, hérnpunkter. Vi kolla forst kritiska punkter:

Vfi(x,y) = 2x—3y—1,-3x+2y+4) = (0,0)

Detta ekvationssystem har endast en losning: (z,y) = (2,1). Denna punkt ligger dock
utanfor triangeln och skall dérfér bortses fran.

Vi 6vergar nu till att kontrollera randen. Vi borjar med den horisontella linjen som kan
parametriseras med (z,0), 0 < x < 1. Vi har da f(z,0) = 22 — 1 vilket har en kritiskt
punkt i x = 1/2. Funktionens vérde i denna punkt &r

£(1/2,0) = —1/4.

Vi gar vidare till linjen z = 1 dér vi finner f(1,y) = y? + y vilket har en kritiskt punkt i
y = —1/2. Punkten (1, —1/2) ligger dock utanfor triangeln och méaste déarfér bortses fran.

Linjen mellan origo och (1,1) kan parametriseras med (z,y) = (x,z) vilket ger f(x,z) =
—22 + 3z och vi har en kritiskt punkt i z = 3/2. Men det resulterar i punkten (3/2,3/2)
vilken ligger utanfor triangeln.

Slutligen kollar vi funktionens varden i hérnpunkterna:

f(0,00=0,  f(1,00=0, f(1,1)=2.

Vi drar alltsa slutsatsen att funktions storsta virde ar 2 vilket antas i (1,1) och det minsta
virdet &r —1/4 vilket antas i (1/2,0).

Losning: (b)
flz,y)=2-2(x—1)+3(@y—1)+ % (2(x —1)* = 6(z — 1)(y — 1) +2(y — 1)?).

Om vi sétter h = x — 1 och k =y — 1 kan vi skriva detta mer kompakt som

f(h k) =2 —2h + 3k + h? — 3hk + k*.



Anonym kod
TMAO044 Flervariabelanalys - Omtentamen E2 (med l6sningar) 2019-

Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. i) Lat R utgora rektangeln som definieras av —1 < z < 0 samt —1 < y < 1. Dubbelin-
tegralen [ (2% — x)dA &r da:

A positiv,
B negativ,
C IlOH, (05p)

Svar: A

ii) Vilket eller vilka av foljande alternativ stimmer? Integralen fol fml dydx representerar
(1p)

A Arean av en triangular region i zy-planet.
B Volymen under planet z = 1 ovanfor en triangulér region i xy-planet.
C Arean av en kvadrat i yz-planet.
D Arean av en kvadrat i zz-planet.

Svar: A och B.

iii) Avgor om foljande pastaende &r sant eller falskt. Lat r(t) vara en flodeslinje till vek-

torfaltet F. D& beskriver r(t — 5) en flodeslinje for samma vektorfalt F. (0.5p)
A Sant,
B Falskt,

Svar: A (sant). .......iiiiiiii i

4. Berédkna dubbelintegralen
// ze YA
R
dar
R={(z,y) eR?||2] <1, [yl <1}
(2p)

Losning: Doménen R &r en kvadrat med hérn i (—1,—1),(—1,1),(1,—1),(1,1). Vi kan
saledes skriva om den itererade integralen enligt

1 1
// xex2y2dA—/ wexzda:/ e*y2dy.
R -1 -1

Den andra integralen 6ver y &r lurig eftersom eV’ ej har en trevlig primitiv funktion. Lat
oss darfor fokusera pa den forsta integralen Gver x som kan berdknas genom variabelsub-
stitution:



5.

1 1 1
/ ze " dr = {u=2%du=2xdx} = / e tdu= (et —e ) =0.
. 2./, 2

Vi behover alltsa inte berdkna integralen 6ver y utan drar slutsatsen att totala integralen
blir noll:

(a)

// re TV A = 0.
R

Lat F(x,y, 2) = e¥**(cos? x —sin? z)i+sinz cosz e¥+?j+sinz cosz e¥T?k. Avgér om
F ar konservativt och, om s& ar fallet, bestdm en potential ¢ till F.

Losning: Den vanliga metoden ger att en potential ges av ¢ = sinz cosx eV + C.
Alternativt kan man verifiera att kriteriet for att F ska vara konservativ ar uppfyllt
vilket ocksé &r tillrdckligt eftersom F &r 6verallt definierad.

Rékna ut arbetet vektorfaltet F(x,y,z) i (a) utfor fran (5,—2,2) till (3,1,2) ldngs
kurvan C som definieras av ekvationerna

(@=3)° (y+2° _

4 9

1, z =2

Losning: Eftersom F &r konservativt sa &ar arbetet oberoende av véagen, och beror
endast pa dndpunkterna. Resultatet blir saledes

/F~dr:/V¢~dr:¢)(3,1,2)—q§(5,—2,2):sin3c05363—sin50085.
C C

6. Berédkna volymen av soliden R som ligger under planet z = 3 — 2y samt ovan paraboloiden
2, .2
z=x"+y".

Losning: Ytorna skir varandra da

3— 2y =%+ y?

Genom att komplettera en kvadrat kan vi skriva om detta enligt

4+ (y+1)72 =4

vilket vi kéinner igen som en cirkel centrerad kring x = 0 och y = —1. Vi vill berdkna

(2p)

(1p)

(2p)



integralen

Vol(R) :///RdV

Vi kan iterera denna integral genom att forst integrera i z-led och sedan 6ver disken D =
{(z,y) € R?| 2% + y? < 4} som utgdr projektionen av cylindern pa xy-planet:

Vol(R) = //D dA /;:Z dz = //D(3 — 2y — 2 — yH)dxdy = //D(4 — 2% — (y + 1)?)dxdy.

Vi kan parametrisera disken D med poléra koordinater:

T =rcost, y=—1+rsint

//[)(4—98—(y+1)2)dxdy:/02ﬂdt/02(4_rz)rdr:8m

vilket ger

. Lat C vara cirkeln 22 4+ y? = 4 med moturs orientering. Berikna integralen

é(ﬁ — 2%y)dx + zyidy

pa foljande tva olika sdtt och verifiera att svaren Gverensstdmmer:

(a) genom att parametrisera kurvan och utfora kurvintegralen med direkt berdkning; (2p)

(b) genom att anvinda Greens sats. (1p)

Losning (a): Vi parametriserar kurvan:
r(t) = 2costi+ 2sintj,

dir 0 <t < 27. Vi kan tolka integralen som

%F‘dr
C

F = (2% — 2%y)i + zv?j.

med vektorfaltet

Med var parametrisering far vi da:
F(r(t)) = 8(cos®t — cos® t sint)i 4 8cost sin’tj, dr(t) = —2sintdti+ 2costdt].

Inséttning i integralen ger



2 2
d
/0 F(r(t)) - d—;dt = /0 (—16sint cos®t + 32cos® ¢ sin®t) dt

Med hjalp av variabelsubstitutionen u = cost kan vi slutat oss till att den forsta termen
ger noll bidrag:

27
/ sint cos® tdt = 0.
0

Den andra termen kan vi skriva om till (sint cost)® = (3 sin2¢t)?, varefter vi utnyttjar
identiteten (se formelsamling)

1
sinz siny = i(cos(:t: —y) + cos(z + y))
vilket ger
1 1
(3 sin 2t)% = 1 sin 2t sin 2t = §(1 + cos 4t).
Insdttning i integralen ger da det slutgiltiga svaret:

32
8

32

2T 2T
32/ cos® t sin® tdt = / (14 cosdt)dt = §27r = 8.
0 0

Losning (b): Med hjéilp av Greens sats skriver vi om integralen som en dubbelintegral
over det omrade D som innesluts av C, dvs 9D = C. Vi far da

(2 OB a2
§éF dr_//D<(9x ay>dA—//D(x +y7)dzdy

Omréadet D &r en disk med radie r = 2 s& vi kan latt berdkna integralen i polédra koordinater

2 2 2
// (2% + y*)dx dy = / dt/ ridr = 277/ r3dr = 2m - 4 = 8.
D 0 0 0



8. Lat F(x,y, 2) = (xzsin(yz) + )i+ cos(yz)j + (3242 — ® 19"k och lat R vara soliden som

begrinsas av zy-planet samt paraboloiden z = 4 — 2 — y%. Lat S vara randen till R.

(a) Bestam flodet fpF - NdS ut ur S.

(b) Lat S = S1 U Sy, déir Sp dr paraboloiden z = 4 — 2% — y2, 2 > 0, och Sy &r disken
22 +y? < 4 i xy-planet. Beriikna flddet av F upp genom Sj.

Losning (a): Eftersom S &r sluten kan vi anvinda Gauss sats vilket dr betydligt enklare
an att berdkna flodesintegralen 6ver S direkt. Enligt Gauss sats har vi

///dideV: F.NdS.
R OR=S

Anledningen till att detta forenklar problemet dr att divergensen av F blir betydligt enklare
an F sjalv:
divF = 3(z* + »?).

Det &r naturligt att utfora integralen i z-led forst vilket leder till:

3 ///R (224 y2)dV =3 //D /0 T 2 P e = 3 //D (22 + y2)(4 — 2 — y2)dA.

Omradet D utgérs av projektionen av paraboloiden z = 4 — 22 — y? pa xy-planet vilket Ar
en disk 22 4+ y? < 4. I polira koordinater far vi da

2 2
3/ dt/ r3(4 — r?)dr = 327.
0 0

Det totala flodet ut genom S ar alltsa 327.

Losning (b): Vi vill nu inte berdkna flddet ut genom hela S = S; U Sy utan endast genom

paraboloiden S7, dvs integralen
// F-N;dS
S1

Denna gar att berikna direkt genom att notera att S; ar en funktionsyta z = f(z,y) och
har saledes normal (orienterad utét)

N(.’E, y) - _fl(x7y)i - fZ(xa y)j + k.

Vi kan sedan notera att en naturlig parametrisering ges av

r(z,y) =zi+yj+ f(z,y)k.

Ytelementet fas sedan genom dS = /1 + (f1)2 + (f2)2dz dy. Integralen tar nu formen

JJFRvas =[] Bt N ey

dir D &r projektionen av paraboloiden pé xy-planet. Det gar utmérkt att berdkna inte-
gralen pa detta sdtt. Problemet ar bara att integranden F - N7 blir ganska komplicerad pa
grund av att vektorfaltet &r komplicerat. Det ar darfor betydligt enklare att 16sa problemet
genom att anvinda Gauss sats. Men eftersom ytan S ej ar sluten kan vi inte applicera
Gauss direkt. Fran (a)-uppgiften har vi:

(3p)

(3p)



///dideV:#F-NdS:// F-N1d5+// F - N, dS.
R S S1 Sa

Om vi kombinerar detta med vart resultat fran (a)-uppgiften far vi

// F-NldS:327r—// F - Ny dS.
51 S2

Integralen vi maste berdkna ar nu 6ver Se vilket ar precis disken D vi diskuterade ovan.
Vi kan séledes vélja normalen

N2 = —k.
Vi far da

A, 2 2
F-Ny=¢e"1Y

dér vi dven har utnyttjat att z = 0 pa D. Integralen som skall berdknas ar da

// "tV ds.
D
I poléra koordinater far vi

o 1,277
/ dt/ e rdr=2n [er] =n(et —1).
0 0 2 o

Flodet ut genom Sy ar saledes:

// F-NdS = 32 — m(e* — 1) = n(33 — ).
S1



