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For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéint pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-7 se sidan 5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

8. Lat f : R? — R vara en funktion.
(a) Formulera definitionen av differentierbarhet for f(x,y) i en punkt (a,b).
(b) Visa att om f(x,y) &r differentierbar i (a,b) sa ar f(z,y) kontinuerlig i (a, b).

(c) Betrakta vektorfiiltet V f som ett vektorfilt R® — R3 genom att sitta z-komponenten
till noll. Visa att V x (Vf) =0.

Losning: Se boken.



9.

10.

Bevisa nedanstaende:

(a) Greens sats over en rektangel R i R?;

(b) Identiteten div curl = 0.
Losning: Se boken.

Betrakta vektorfaltet F(z,y) = ( ), definierat for alla (z,y) # (0,0).

_y m

x2+y2 9 :(:2+y2

(a) Visa att V x F = 0, men att arbetsintegralen for alla slutna kurvor som gar ett varv
runt origo &r icke-noll.

(b) Forklara varfor F inte kan vara konservativ.

Losning: Det dr en enkel berdkning att V x F = 0 utanfor origo. Vi kontrollerar forst

att den slutna kurvan parametriserad av r(t) = (cost,sint),0 < ¢ < 27 har en arbetsin-

tegral som é&r icke-noll. Integralen blir i det fallet, fﬂzﬂ F. dz(tt) dt = 027r —sint(—sint)dt +

cost 4 costcostdt = fozw dt = 2m. Givet en annan kurva v som gar exakt ett varv moturs
runt origo, lat D vara omradet mellan v och r(¢). Enligt Greens sats ar skillnaden mellan
arbetsintegralerna langs v och r(¢) en dubbelintegral 6ver D, med integrand V x F -k = 0,
allts& ger de samma svar.

Slutligen, F kan inte vara konservativ eftersom for konservativa vektorfélt sa ar arbetsingra-
ler enbart beroende av punkterna dér kurvan borjar och slutar. Om nu vi tar tva arbetsin-
tegraler som borjar och slutar i (1,0), t.ex. r(¢) och den konstanta kurvan 1(¢) = (1,0), ser
vi att i det ena fallet dr arbetsintegralen 27, i det andra fallet 0. Alltsad kan F inte vara
konservativ.




Formelblad for TM A 044

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

z,y, 2) drdydz )
, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod
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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall svar anges pa separat skrivpapper.

(a) i) Mingden av alla punkter i R?® med avstand 1 fran punkten (0,0,1) &r
A. En sfiar med radie 1 och centrum i punkten z = 1 pa z-axeln
B. En cylinder parallell med z-axeln
C. Ett klot med radie 1 och centrum i punkten z = 1 pa z-axeln
D. Planet z =1

Svar: A

ii) Skdrningen mellan graferna till f(x,y) = 1 och g(z,y) = 1 — 22 — y? beskriver
en/ett

A. sfir
ellips
punkt
cirkel

=0 QW

plan

Svar: C

iii) Pastaende: Lat f(z,y) = 0 vara en nivayta, och (a,b) en punkt pa nivaytan. Da
ar Vf(a,b) - (x —a,y — b) = 0. ekvationen for tangentplanet i (a,b).

Ange vilket alternativ nedan som stdmmer. Om du anser att pastaendet ovan dar
fel, ange da den korrekta ekvationen.

A Sant
B Falskt

Svar: Sant

(b) Lat f(z,y) = 223y% + 2.
i. Bestdm ekvationen for tangentplanet till funktionsytan z = f(z,y) i punkten
(2,9) = (1,1). (15p)
ii. Ange normalen n till tangentplanet ovan i (z,y) = (1, 1). (1p)
Losning: Ekvationen for tangentplanet till en funktionsyta z = f(x,y) i punkten
(a,b) ges av
z = f(a'a b) + fl(avb)<$ - a) + f2(a7 b)(y - b)



De partiella derivatorna blir
filzy) =622, fa(z,y) = 42’y + 2y
och i punkten (1, 1) har vi
FL) =3, ALY =6 f(1,1) =6

Tangentplanets ekvation blir da

z2=3+4+6(x—1)+6(y—1).
Normalen till en funktionsyta z = f(x,y) ges av

n(z,y) = —fi(z,y)i - fa(z, y)j + k.

I punkten (1,1) har vi alltsd normalen

n=n(l,1)=-6i—6j+k

vilket &r den efterfragade normalen till tangentplanet i punkten (1,1).

Lat C C R3 vara kurvan som utgdrs av skiirningen mellan graferna till f(z,y) = 22 +y>
och g(x,y) = 4 — 2% — 9.

i. Ange en parametrisering av kurvan C.
Losning: Graferna skir varandra da
22 4y =2

vilket vi kéinner igen som en cirkel med radie /2 i planet z = 2 och centrum i
punkten (0,0,2). En parametrisering ges da av

z(t) = V2 cost, y(t) = V2sint, =2, 0<t<2nm,
eller, i termer av positionsvektorn,

r(t) = V2costi + V2sintj + 2k.

ii. Stall upp en integral som berdknar lingden av en parametriserad kurva. Anvind
sedan denna for att berdkna lingden av kurvan C.

Losning: For en parametriserad kurva r(t) ges kurvlangden i allménhet av
t1
(= / |t/ (t)|dt
to

Vi skall studera kurvan C med parametrisering;:
r(t) = V2costi + v2sintj + 2k.

Kurvliangden ges alltsa av integralen

2m
(= / It/ (z)|dz =
0

27 27
\/2sin2t+2c052t+4-0dt:\/§/ dt = 2v/2r.
0 0

(1p)

(2p)



(d) Lat f = f(z,y) vara en tva ganger differentierbar funktion, dér x = uv + e* och

y = log u. Rékna ut ? och % i termer av partiella derivator av f.

Losning;:
0 1
ou = (IR
0
a% = i

02 1 2 !

Tu]; =€ f1 — ﬁfg + (" +v)* fi + E(ere“)le + ﬁfﬂ-
0% f
Oudv

= f1+u(e" +v)fu1 + fia.



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(z,y) = 223 — 62y + 3y

(a) Bestdm och klassificera kritiska punkter till f(z,y). (3p)
(b) Bestdm Taylorpolynomet av f(x,y) upp till ordning 2 i punkten (1, 1). (1p)
(c¢) Bestdm riktningsderivatan av f(x,y) i punkten (1,0) i riktning i + 2j. (1p)

Losning: (a) For att bestamma kritiska punkter berdknar vi de partiella derivatorna
f1 = 622 — 6y, fo = —6x + 6y

Kritiska punkter ges alltsa av 16sningar till ekvationssystemet
622 — 6y = 0, —62 + 6y = 0,

vilket motsvarar
Detta innebar att

och saledes maste vi ha x = 0 eller x = 1. Kritiska punkter ar saledes
(0,0),(1,1).
For att klassificera dem kollar vi Hessianen:
H(x,y) = ( 1_2g _66 >
Vi far determinanterna
det H(0,0) = —6, det H(1,1) = 36.

Eftersom determinanten ar negativ for (0,0) men forsta matriselementet &r noll maste
H(0,0) vara indefinit. Det innebér att (0,0) &r en sadelpunkt. For punkten (1, 1) ar deter-
minanten positiv och det forsta matriselementet dr positivt. Saledes ar matrisen positivt
definit och (1,1) ar en lokal minpunkt.

Losning: (b) Taylorutvecklingen av f(z,y) kring punkten (a,b) = (1,1) ges av

flz,y) = f(L,1)—f1(1, 1) (z—1)+f2(1, 1)(?/—1)4% (fu@, 1) (@ =1 +2f12(1, 1) (z = 1)(y — 1) + fa2(1,1)(y — 1)) .

Om vi sétter h = z — 1 och k = y — 1 och sétter in funktionernas vérden i (1,1) kan vi
skriva detta mer kompakt som

f(h,k) = =1+ 6h* — 6hk + 3K>.

Losning: (¢) Riktningsderivatan i riktning u i punkten (a,b) ges av



Dyf(a,b) =u-Vf(a,b).

Notera att u hiar maste vara en enhetsvektor. Vi vill berékna riktningsderivatan i riktning
i+ 2j. Normen ér |i + 2j| = v/5 och saledes #r var enhetsvektor

i+2j
N

u =

Riktningsderivatan i punkten (1,0) blir da
i+2j

V5

(61— 6)) = —

u-Vf(1,0) = 7
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. i) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Om F : R? — R? dr ett vektorfilt sa dr vektorn F(z,y) vinkelrit mot
faltlinjen som skir punkten (x,y). (0.5p)

Svar: Falskt

ii) Ange om f6ljande ar sant eller falskt.

Pastaende: Om f dr en kontinuerlig funktion pa ett begrinsat omrade D sa dr f
integrerbar pi D. (0.5p)

Svar: Falskt (om omradet inte &r slutet kan integralen bli for stor).
iii) Vilken av foljande integraler dr lika med integralen f03 fOA‘x f(z,y)dydx? (1p)
A fém f03 f(z,y)dxdy
B [, f;/4 f(z,y)dxdy
C fo* [ (e, y)dudy
D f012 Oy/4 f(z,y)dxdy
E [y fy" f(e,y)dedy

Svar: B.

4. Lat C vara kurvan beskriven av r(t) = (cost,sint), —n/2 < ¢t < 7/2 . Rékna ut linjeinte-
gralen [, F - dr, dir F(z,y) = (2, —1) genom

(a) att parametrisera C och direkt rikna ut integralen. (1p)
(b) att utnyttja att F ar konservativt. (1p)
Losning:(a) Randen dr redan parametriserad, med @ = cost,y = sint, sd de = — sintdt, dy =

costdt. Var arbetsintegral blir alltsa

w/2 /2
/F-dr:—/ sintcos2tdt—/ costdt =0—2 = —-2.
C —7/2 —7/2



Losning: (b) Vektorfiltet dr konservativt och kan skrivas som F = V¢ déar potentialen
ges av ¢(x,y) = %xB —y. Vi har d&a

Ath:AV¢dP=Mm%¢@®

dér ro och r; representerar kurvans start och slutpunkter. Vi har —7/2 < ¢ < 7/2 och
saledes
ro=0-i—j, ri=0-i+j.

Detta ger
¢(r1) — ¢(rog) = —2—-2=-2,

i enlighet med svaret i (a).

. Lat F vara vektorfaltet

F(z,y,2) = Ty 2 v —zyzk.
z z
(a) Visa att F ar konservativt och bestdm dess potential. (2p)
(b) Beskriv ekvipotentialytorna. (1p)
(c) Hitta faltlinjerna for F. (2p)

Losning: (a) F #r konservativt i R? forutom lings planet z = 0 dér det ej #r definierat.
En potential ges av

24,2
T8+ y
O(z,y,2) =
z
(b) Ekvipotentialytorna ges av ekvationen
24,2
oty _C

vilka ar cirkulara paraboloider parametriserade av C.
(a) Féltlinjesekvationen ges av

dx dy dz

(2z/z)  (2y/z) (=(2®+y?)/2%)
Fran den forsta likheten ser vi att
de _ dy
x oy
vilket betyder att y = Ax for nadgon godtycklig konstant A. Vi far da

dx zdz zdz

n @) P A)

Detta leder till
—(1 4 A?)zds = 2zdz

vilken kan integreras till

1
S+ A2? 4 22 =

o | g

Om vi skriver om denna ekvation som
2 +y?+2:2=8B

ser vi att dessa &r ellipsoider. Faltlinjerna &r darfor ellipser som utgor skdrningen mellan
ellipsoiderna och planen y = Ax.



6. Anvind Greens formel for att visa att ellipsen

(x—h)?*  (y—Fk)?
a? + bz !

har area wab.

Losning. Greens formel sdger allmént att

//VxF~de:§]§ F -dr
D daD=C

Arean av en domén D ges i sin tur av

area(D) = //D dA

och for att kunna tillimpa Greens formel soker vi alltsa ett vektorfalt F(z,y) sa att
VxF-k=1.
Ett mojligt val ar

F(z,y) = %(—yi+xj)-

Med detta val ger Greens formel att arean kan uttryckas som linjeintegralen 6ver kurvan
C som omsluter D:

area(D) = ;/C(y, x) - (de,dy) = ;/C(mdy — ydz).

For att berdkna denna maéaste vi parametrisera C. I vart exempel ar C given av ellipsen och
kan parametriseras enligt:

z=h+ acosb, y=k+bsinb, 0<6< 2.

Med denna parametrisering kan vi skriva linjeintegralen som
1 1 [ : .
5 [ (@dy — ydz) = 5 [(h +acosB)(beosh) — (k + bsin0)(—asin 9)} df
C 0

Genom att anvinda trigonometriska ettan cos?6 + sin?0 = 1 kan vi forenkla detta till
integralen

1

2 1 27
/ (hbcos @ + aksin® + ab) df = 3 [hbsin& —akcosf + abQ}O
0

2

Vi far da slutligen

1
area(D) = 5 (hbsin 27 — ak cos 2w + ab2mw — hbsin 0 + ak cos 0) = wab,

dar vi anvant att sin 27 = sin0 = 0 och cos27m = cos0 = 1.

(3p)



7. Lat S vara den del av sfiren 22 + y? + 22 = 4 som ligger utanfor cylindern C, given av
22+ y%? =1, och lat F(z,y, z) = yi — xj + 2k vara ett vektorfilt.

(a)

Berdkna flodet ut genom S av vektorfaltet F(x,y, 2).

Tips: Enhetsnormalen ges av N = %(w,y, z) och det ar rekommenderat att anvinda
sfariska koordinater; granserna for ¢ blir: 7/6 < ¢ < 57/6. Notera att cos 57/6 =

—/3/2 och cos /6 = \/3/2.
Visa att fldet av F(z,y, 2) genom mantelytan av cylindern x? + 2 = 1 #r noll.

Anviand Gauss sats for F(z,y,z) for att berdkna volymen av regionen som ligger
mellan S och cylindern 22 + 3% = 1.

Losning;:
(a) Vi skall berdkna flodet genom ytan S, vilket ges av flddesintegralen

//F-NdS.
S

Enhetsnormalen ér given: N = %(x,y,z). Den uppfyller mycket riktigt \N] =1 ef-
tersom pa sfiren har vi z2 + y? + 22 = 4. Vi anviinder sfiriska koordinater

z(p,0,¢) = psinpcost, y(p,0,¢) = psinpsinb,  z(p,0,p) = pcosp.

Radien péa sfaren dr R = 2 sa vi kan darfor sdtta p = R = 2 i dessa formler. Flodes-
integralen kommer saledes bli en integral 6ver 6 och . Granserna for 6 dr de vanliga,
0 < 0 < 27, eftersom vi maste fa med ytan runt hela sfaren. Grénserna fér ¢ var
givna i uppgiften till 7/6 < ¢ < 57/6. Detta motsvarar vinkeln mellan dér cylinderns
topp skér sfiaren till dar cylinderns botten skér sfaren. Ytelementet for en sfar med
radie R ges av

dS = R? sinpdf de.

Om man inte kommer ih&g detta kan det l4tt hirledas fran den allmédnna formeln for

ytelementet:

or(u,v)  Or(u,v)
du v

dar r(u, v) parametriserar ytan. En sfar med fixerad radie p = R parametriseras med

(u,v) = (0, ¢) vilket ger

ds = du dv,

r(0,¢) = x(R,0,0)i+y(R,0,0)j+ 2(R,0, p)k.

Detta ger att ytelementet dS pa en sfar blir:

09 ot

Vi har nu alla ingredienser for att berékna flédesintegralen:

//SIF.NdSz ;//S(y —z,2) - (z,y,2)dS = ;//Szﬂds.

Pa sfaren har vi z = 2 cos ¢ vilket ger

(2p)

(2p)

(2p)



2w 57r/6 57/6
/ d9/ 2. cos?psing-2%-dp=8- 277/ cos? ¢ sin dp.
w/6

Den primitiva funktionen till cos? ¢ sin ¢ &r —% cos® p (man inser detta tex genom
att byta variabler till u = cos ¢, du = —sin p dp). Resultatet blir:

//F NdS =16 - { &8 q:(/f— 136 <cos 57 /6 — cos® 7T/6)—4\f7r

Svar pa (a): Flodet ut genom S av F(x,y) ir 41/37.

(b) For att berdkna flodet ut genom mantelytan pa cylindern C' behover vi dess
normal. En enhetsnormal ges av:

N¢ = £(z,y,0).

Man kan ganska latt gissa sig fram till normalen ovan. Annars kan man notera att
cylindern &r en nivayta som kan beskrivas med f(z,y, z) = 22 + y?> — 1 = 0. Saledes
kan vi fa en normalvektor genom att ta gradienten av f:

N¢ =V f = (2z,2y,0).

Enhetsnormalen blir da N
$ C
Neg=+—= ==%(z,y,0).

Eftersom

sa ger detta att flodet genom cylindern alltid &r noll:

//F-NCdS:O.
C

(c) Lat oss kalla regionen mellan ytan S och cylindern C' f6r D. Eftersom V- F =1
kan vi anvinda Gauss sats for att berdkna volymen:

vol(D ///dV // V-FdV = # F - NdS

Randen 0D till D ar unionen
oD =SuC

och saledes kan flodesintegralen i hogerledet skrivas som

# F-NdS://F-NdS+// F - NdS.
oD S C

Men de tva integralerna i hogerledet ar precis de floden vi redan riaknat ut i (a) och
(b). Saledes far vi for volymen av D:

vol(D //F NdS+//F NdS = 4v/3r.

=4+/37

Svar pa (c): Volymen av regionen D mellan cylindern C' och ytan S #r 4v/37.



