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Exempel pd kombinatoriska bevis
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Sats 1 For alla naturliga tal n gdller E (:) = ( n)
n
k

Idén i beviset &r denna: Viljer vi en n-delméngd ur en 2n-méngd, da maste vi ha valt
ett antal element, sdg k, bland de n forsta, och resten, d.v.s n — k, bland de n sista. For
att fa alla mojliga n-delméngder maste vi tillata k att variera mellan 0 och n.

Bevis: Vi skriver forst om vénsterledet till ), (2) (nﬁ k). Denna summa &r lika med antalet
sitt att vilja en k-delméngd A ur en n-méngd och sedan, oberoende av hur A valts, vilja
en (n — k)-delmangd B ur en n-méngd.

Om vi pa detta sitt viljer delméngden A ur méngden {1,2,...,n} och sedan viljer
delméngden B ur méngden {n + 1,n+,2,...,2n}, da har vi valt £ + (n — k) = n element
ur méngden {1,2,...,2n}.

Det dr klart att man for tva olika val av méngder (A, B) far tva olika n-delméngder
ur {1,2,...,2n}. Néar k loper genom talen fran 0 till n uppstar varje n-delmingd ur
{1,2,...,2n} p& detta satt. Alltsd uppstar varje n-delméngd ur {1,2,...,2n} exakt en gang
pé detta sétt. Men antalet olika sétt att vdlja en n-delméngd ur méngden {1,2,...,2n} ar
just (277) O

Sats 2 Lat k och n vara naturliga tal. Antalet sdtt att skriva k som summan av n naturliga

tal, dar ordningen dar vdsentlig, ar (":le)

Exempelvis kan 2 skrivas pa (2?311) = (;) = 6 sitt med tre tal:

0+0+2 0+240, 2+04+0, 0+14+1, 1+0+1, 1+1+0.

Bevis: Talet (" 1) dr lika med antalet binéra stréingar av lingd n — 1+ k som har exakt
n — 1 nollor. Vi visar hur varje sddan striang ger upphov till ett unikt satt att skriva £ som
summan av 1 naturliga tal, och hur varje sdidan summa motsvarar en unik binér stréing av
langd n — 1 + k£ med exakt n — 1 nollor.

En binér string som ovan kan forvandlas till en summa av den rétta formen genom att
férvandla varje nolla till ett plustecken och sedan ersidtta varje sammanhingande string
av ettor mellan tvé plustecken med det tal som motsvarar antalet ettor i strangen (noll om
det inte star ndgra ettor mellan tva plustecken). Samma sak gor vi med den string som
foregar den forsta nollan och den striang som foljer pa den sista nollan (dven dessa stringar
kan vara tomma och férvandlas da till en nolla).

Omvént, given en summa av n naturliga tal som blir k£ ersétter vi varje plustecken med
en nolla, och varje term i summan med en string av sd manga ettor som termen ar stor.
Detta ger uppenbarligen en bindr string av ratt lingd och med exakt n — 1 nollor.

Vi har nu visat att varje summa ger upphov till exakt en strang och omvént hur varje
string ger upphov til exakt en summa. Alltsd maste antalet summor av den féreskrivna
typen vara lika manga som de beskrivna stringarna. i

Som exempel forvandlas strangen 01110011010 till summan 0 +3+ 042+ 1+ 0 och
summan 4 + 1 + 2 4 0 forvandlas till strdngen 1111010110.
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over alla heltal k



Ett induktivt bevis av binomialsatsen ‘

Sats: For alla positiva heltal n géller (a + b)" = Z (Z) akpnk,
k

Bevis: Pastaendet ér sant forn = 1,ty >, ( Yakbl =k = (| )aobl—l—(i)albo = b+a = (a+b)’.
Det aterstar att visa induktionssteget. Antag darfor att pastdendet giller for n — 1.
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