DISKRET MATEMATIK E3

HT 00
Kantmatriser och viigmatriser
Lat G vara en riktad graf med noder z1, xs,-..,x,. Kantmatrisen till G ar matrisen
a1 a2 . Olp
az1 a2 - QG2p
Kg = : )
apl Qp2 *°* Gpp

dér a;; = 1 om G har en riktad kant fran z; till z;, och a;; = 0 annars.

Exempel:
R 01010
o g x‘* 01001
x5 Ko=|0 1011
00100
000710
T2 < Z3

Om man multiplicerar K¢ med sig sjilv far man

bir bia -+ bis 01101

bor bao -+ bos 010 11

K% = : =|0 1 111
01 0 1 1

bs1 bs2 --- bss 00 10 0

Funderar man pa saken en stund (gor det!) kan man se att l:an pa plats (1,3), d.v.s
bi3 = 1, innebar att det finns en riktad vig av lingd 2 frén z; till z3, d.v.s en foljd av
tva riktade kanter, fran x; till z respektive fran xj till x3, ddr z; &r ndgon av noderna i
G. Namligen, att bjg = 1 beror pa att nédr vi multiplicerade K med sig sjilv, da fick vi
bi3 = a11a13 + a10a93 + a13a33 + a1aa43 + a15a53 = 0-0+1-0+0-04+1-1+0-0=1. Med
andra ord s& var det nér vi multiplicerade ihop a14 och a43 som vi fick 1, och alla andra
termer blev 0. Att a14 = 1 och a43 = 1 betyder, enligt definitionen av K, att det finns en
riktad kant frén z till z4 respektive fran x4 till 23, vilket innebér att det finns en riktad
vig av lingd 2 frén z; till x3.

Upprepar vi det hir resonemanget ser vi att i

11 €12 ot C15 8 ? ? ? ?
C c ... C
K3 = 21 €22 21_10 2 1 2 2
01 1 11
51 C52 -+ Csp 01 0 1 1

ar cgs = 2, vilket motsvarar att det finns tva riktade vigar av langd 3 fran z3 till 5. Dessa
vagar ar x3 — o — To — x5 respektive 3 — x4 — x3 — x5. Observera att den forsta av



dessa tva vigar snurrar runt ett varv pa oglan vid x, vilket ar tillatet enligt var definition
av riktad vdg. Den andra vigen ar ocksd lite virrig, eftersom den forst gar till 4 och sen
tillbaka till 3 innan den gér till mé&lnoden x5.

Om man réaknar Kg genom att multiplicera Ké - Kg ser man att cg5 i Kg blir 2 dérfor
att l:orna pa platserna (3,2) i K% och (2,5) i K¢ respektive l:orna pa platserna (3,3) i
K(Q; och (3,5) i Kg multipliceras ihop och bidrar med var sin etta till summan 2 = ¢35 i
K}, Att multiplicera ihop l:orna pa platser (3,2) i K& och (2,5) i K motsvarar att man
lagger ihop végen av lingd 2 fran z3 till 25 och vigen av langd 1 (kanten) fran zo till z5
for att fa vigen av langd 3 fran x3 till zs.

I allménhet kan man anvéinda samma argument for att visa att elementet pa plats (4, 7) i
K@ @r lika med antalet vigar av lingd n fran z; till z; i G.

Om vi nu bara &r intresserade av att veta om det finns en vig av langd n fran z; till
xj, men inte bryr oss om hur manga, d& kan vi istéllet for K@ ta fram den n:te booles-
ka potensen av Kg, dir varje positivt element i K@ ersiitts med 1. M.a.o s& utfér man
matrismultiplikationen sa att 14+ 1 = 1.

Vill vi veta mellan vilka par av noder det finns ndgon vig, oavsett lingd, d& kan vi ta alla
booleska potenser av K¢ och addera dessa booleskt, d.v.s addera alla element pa plats
(1,7) enligt regeln 14+1 =1 for att fa fram elementet (7, ) i vigmatrisen Vg for G. Om det
finns nigon vég mellan z; och z; i en graf GG, d& méste det finnas en vig av lingd hogst
n dér n ar antalet noder i G (varfor?). Det ricker darfor att addera de forsta n booleska
potenserna av K¢ for att fa fram vigmatrisen V. Alltsa har vi

Ve=KeoKZ oK@ -0 K
dér @ ér booleskt plus och K™ ér den m:te booleska potensen av Kg.
Exempel: Fér G som ovan har vi

Vo=KecoKZ oK oKl oKE =

01 010 011 01 01011
01 00 1 01 011 01 111
01 011]@]j]01 11 1}®|01 1 11|
00100 01 011 01 111
0 00 10 00100 01011
01111 01 111 01 111
011 11 01 1 11 01 111
|0 1111|9101 1 1 1]=1011T11
011 11 01 1 11 01111
01111 01 111 01 111

vilket Gverensstdmmer med att det finns en vdg mellan varje par av noder, férutom att det
finns inga viigar till z1. Observera att K} = K = V; och att faktiskt Vg = K22 @ K.
Kan du foérklara detta?



