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Kromatiska polynom

Att fargldgga en graf G &r att ge varje nod i G en férg s att inga grannar (tva noder
med en kant sinsemellan) far samma férg. Att fargligga G med (hogst) n firger
innebér att vi har n firger att vilja bland och skall anvinda nagra av dessa for att
farglagga G.

Har &r en mer precis definition.

Definition 1 Lat G vara en graf med nodméngd N. En firgliggning av G med n
farger ar en funktion f: N — {1,2,...,n} sd att f(z) # f(y) om z och y har en
kant sinsemellan.

Definition 2 Lat G vara en &ndlig graf. Det kromatiska polynomet till G ar funk-
tionen Xg(n), definierad for varje positivt heltal n som antalet firgliggningar av G
med n firger.

Observera att det kromatiska talet for G, X(G), &ar lika med det minsta positiva
heltalet n for vilket Xg(n) ar storre dn 0. (Det kromatiska talet dr det minsta antal
farger som behovs for att fargligga G).

Det finns ingen snabb algoritm for att bestdmma det kromatiska talet till en graf
G och darmed finns det inte heller nagot snabbt sitt att bestdmma det kromatiska
polynomet till G. Mer exakt tillhér dessa problem klassen NP, det vill séga att det
inte finns nagon algoritm som i polynomiell tid ger svaren.

Ett sitt att bestdmma det kromatiska polynomet till en graf G ar féljande:

Sats 3 Given en dndlig graf G, och tvd olika noder a,b i G, sd att (a,b) inte ar en
kant i G, lat G,_p vara grafen som fas genom att ligga till en kant mellan a och b 1
G, och lit G,—p vara grafen som fis genom att ersditta a och b med en nod x sd att
x har en kant till varje nod som a eller b har en kant till i« G. Da dr

Xa(n) =Xa, ,(n) + Xg,_,(n). (1)

Bevis: Varje firgning av G dér a och b har olika firger motsvarar en férgning av
Ga—p och omvént. Varje fargning av G dér a och b ha samma firg motsvarar en

fargning av G,—p och omvént. O
a b a b T
Xa(n) - XG,_y(n) + XGqmy (1)

Observera att den rekursiva formeln i Sats 3 dven kan skrivas si har:

Xa,_,(n) =Xg(n) — Xg,_,(n). (2)
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Att anvdnda denna version av formeln innebdr att avldgsna kanter fran G tills vi
bara har isolerade noder kvar. Vilken av dessa tva formler som ar effektivast fér att
bestdmma det kromatiska polynomet till en graf G beror pa G:s struktur. Om G &r
gles, det vill séga har relativt fa kanter, d& ar (2) oftast att foredra, men (1) om G
har relativt manga kanter.

Definition 4 Lat G vara en graf och M en méngd av noder i G. Mingden M &r
stabil om inga tva noder i M utgdr en kant i G.

Definition 5 Den i-te fallande fakulteten av n r (n); = n(n—1)(n—2)--- (n—i+1).
Vi sétter (n)o = 1.

En firgning av G med k férger ger alltid upphov till en partition av noderna i G
i k stabila méngder, eftersom varje méngd av likfirgade noder maste vara stabil.
Omvint ger en partition av noderna i G i k stabila méngder en firgning av G med
k farger, genom att de stabila méngderna tilldelas var sin firg. Om vi har n farger
till vart forfogande kan detta goras pa n(n —1)(n —2)--- (n — k + 1) olika sétt, det
vill séga pa (n), olika satt. Darav foljande sats.

Sats 6 Lat Sg(k) vara antalet satt att dela upp noderna i G i k stabila mdangder.
Da har vi

Xa(n) =Y Sa(k)(n)k.
k

Ur denna sats foljer direkt att Xg(n) ar ett polynom i n, f6r (n); dr uppenbarligen
ett polynom i n for varje k. Det foljer ocksd att Xg(n) har heltalskoefficienter.

Terminologin i grafteorin &r tyvirr langt ifrdn standardiserad. Hir nedan ger jag
ndgra (informella) definitioner som kan vara anvindbara.

En promenad i en graf G &r en f6ljd z1, 22, ...,z av noder i G s att (z;,z;41) &r
en kant for varje i < k.

En vdg ar en promenad som inte gar 6ver samma kant mer &n en gang.

En stig &r en viag som inte besdker en nod mer &n en gang.

En cykel ar en vig som borjar och slutar i samma nod

En cirkel ar en stig som borjar och slutar i samma nod



