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1 System av differentialekvationer.

Vi skall ett par olika system av differentialekvationer, dels elimina-
tionsmetoden, dels matrismetoder. Vi skall se att varje differentialekvation, eller system av ekvationer, kan

om til ett system av 1:a ordningens ekvationer. Alla om och entydighet
till differentialekvationer kan reduceras till och entydighet till system av
1:a ordningens differentialekvationer. Vi avslutar med att ge enkla versioner av satser som besvarar dessa

.

1.1 Eliminationsmetoden

Metoden illustreras med exempel och kommentarer.

Exempel 1: Antag att funktionerna och satisfierar system av differentialekvationer.

Vi kan succesivt eliminera att vi en differentialekvation som endast och derivator
av samt och en funktionen finns med. De operationerna nu dels de vanliga
algebran, dels derivering av ekvationer. Vi skall emellertid se till att vi i varje steg har ett system som
ekvivalent med det ursprungliga.
I steget subtraherar vi 2*ekv(1) ekv(2) att eliminera . En operation ger alltid ett
ekvivalent system.

Genom att derivera den undre ekvationen kan vi sedan eliminera ur den att kalkylerna skall
vara enkla att flyttar jag upp ekv(2) och tar med den deriverade ekvationen att ekvivalensen blir up-
penbar. har vi ju bara lagt till en ekvation och kan inte fler till det systemet

till det ursprungliga. Vi kan inte heller eftersom alla funktioner och
som satisfierar en viss ekvation satisfiera den deriverade ekvationen. Jag multiplicerar
ekv(1) med 3.

Subtrahera ekvation (2) ekv (3) vi

Nu er vi inte den deriverade ekvationen och den.

Vi kan nu eliminera ur den sista ekvationen genom att subtrahera den

(A)

Den undre ekvationen har

av detta i den ekvationen ger

.

Eftersom vi hela tiden arbetat med ekvivalenta ekvationssystem vet vi att vi nu har funnit
till det ursprungliga systemet.
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Tekniken fungerar lika bra om ekvationerna har ordning.

Exempel 2: Vi ekvationssystemet

ser det enklast ut att eliminera i . Vi deriverar ekv(1) och adderar resultatet till ekv(2).
Jag den deriverade ekvationen eftersom kalkylerna relativt enkla. Vi nu:

Derivera nu ekv(2) och addera till ekv(1)

vi nu till

Det inte alltid att eliminera att den ena ekvationen en differentialekvation med en obekant,
tex , och den andra uttrycker direkt med derivator av .

Exempel 3: Vi

Om vi eliminerar ur ekv(2) samtidigt och vi

vi ur ekv(2) och sedan en ny differentialekvation att att .
Om vi hade eliminerat ur ekv(1) hade vi ekvationssystemet

Denna teknik fungerar i princip en om ekvationerna inte med konstanta koefficienter men blir
givetvis mer komplicerade
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1.2 Matrismetoder.

Vi skall titta matrismetoder system av ordningens differentialekvationer med kon-
stanta koeficienter. Det vi skall att se hur ordningens (system av) ekvationer kan skrivas
om till system av ordningens ekvationer.

1.2.1 Omskrivning av differentialekvationer till ordningens system.

enkel: nya obekanta funktioner de olika derivatorna utom den

Exempel 4: Ekvationen ger ett ordningens ekvationssystem om
vi . ju och vi systemet

samma kan vi skriva om ett system till ett system.

Exempel 5:

kan man ju ekvationer flera derivator exvis och . I
kan man eliminera att ekvationssystemet kan skrivas

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

matrisform:
(B)
Denna omskrivning fungerar de flesta system av homogena differentialekvationer. kan de flesta
system (B) skrivas om med eliminationsmetoden till ett triangulerat system av samma typ som system (A)
ovan.

1.2.2 Egenvektormetoden.

Detta avsnitt kan mer systematiskt om man kapitel 10 i G Sparr: Algebra (eller motsva-
rande i annan bok). Vi ommer till detta i kursen algebra och flervariabelanalys.
Vi till exempel 2 ovan och skriver om vektorform.

till exempel kan skrivas samma Detta en ekvation (B) i de flesta
fall.
Vi er nu hur vi skall kunna hitta dessa .

Vi ar med en .
i ekvation (B) ger och . Vi finner att

en till om och endast om en vektor att tal .

En vektor kalls egenvektor till matrisen . Talet kallas egen till matrisen . Att
finna egen och egenvektorer till en matris ett rent algebraiskt problem som vi reda ut .
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Vi skriver om ekvationen till . En egenvektor ju en icke-trivial till
denna ekvation. finns, som bekant algebrakursen, om och endast om .

Vi sammanfattar detta i en sats som ommer i senare kurs.

Sats: Egen till en matris av till den karakteristiska ekvationen
. Egenvektorerna som svarar mot ett visst egen av de icketriviala till det homo-

gena ekvationssystemet

Exempel 6: Vi igen ekvationssystemet

som vi ju skrivit om till det ekvivalenta systemet

och den karakteristiska ekvationen som

efter utveckling ger .
vi egen , , och .

Egenvektorerna vi sedan som till ekvationssystemen .
En egenvektor till egen vi som till

.

Detta system har

till systemet av differentialekvationer.

motsvarande hittar vi egenvektorer till de egen och till slut

.

vi egentligen bara intresserade av och v vi skriver om till

vilket samma som vi fick med elimina-

tionsmetoden.

1.2.3 Matrisexponentialfunktionen.

Vi skall nu studera ett tredje att ekvation (B), med matrisexponentialfunktionen. att
dess definition vi vidare med egenvektorsmetoden.
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Antag att en - matris och att vi funnit egen och egenvektorer. nu vara en -

matris vars kolonner de egenvektorerna som vi funnit. .

Detta direkt av hur matrismultiplikation definierad. Motsvarande uppenbarligen om
en -matris och vi funnit egen och oberoende egenvektorer.

Multiplikation med ger . det finns en matris att en
diagonalmatris man att diagonaliserbar.)
Om vi nu substitutionen vi ,

dvs .

Utskrivet blir det

vi dessa ekvationer vi vilket kan skrivas ,

och

Transformerar vi tillbaka vi

Antag nu att vi har begynnelsevillkoren eller kortare:
blir (ty ) och . Vi kan skriva

Genom att skriva som en Maclaurinserie, inser man efter en smula eftertanke

att diagonalmatrisen kan skrivas som

och eftersom vi

Det nu naturligt att

Definition:

en matris som definierad en om A ej diagonaliserbar, och det visar sig att det att derivera
som "vanligt", dvs

Sammanfattningsvis: Differentialekvationen

har

Om diagonaliserbar

P
¯

, och
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

och kan skrivas
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.

Exempel 7: Vi

och egen blir:

Egenvektorerna:

.

ger , dvs

och

blir

Anm: , och

1.3 existens och entydighet.

Som vi sett ovan kan ordningens differentialekvationer skrivas om till system av ordningens
ekvationer. vi nu skall titta ett par satser om existens och entydighet till differentia-
lekvationer det praktiskt att formulera dessa system. Vi antar att ekvationen skrivs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eller kortare, och .

att helt satserna som viss kunskap om funktioner av flera variabler. Vi kan -
komma till dem i senare kurs.

Sats 1: Antag att ett intervall och att . Antag vidare att funktionen kontinuerlig
och satisfierar villkor:

Det finns en konstant att
alla och alla och .

har differentialekvationen en unik definierad .
Beviset ligger denna kurs och .

Ett specialfall, system av differentialekvationer, att separat.
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Sats 2: Antag att alla komponenterna i matrisen och i funktionen kontinuerliga i det
intervallet och att . har begynnelse t

en entydig definierad alla .

Denna sats exempelvis en konstant matris. Den att ekvationssystemet
har unik alla begynnelsevillkor . Den som vi fann i avsnittet

den enda.

Kravet i sats 1 ganska starkt. Det exempelvis inte uppfyllt av differentialekvationen
. En sats som den ekvationen

Sats 3: Antag att alla de partiella derivatorna av funktionen kontinuerliga i en omgivning av
punkten . finns till begynnelse et definierad i

intervall som . entydigt .

1.4

1. (a) systemet

dels med eliminering, dels med egenvektormetoden.

(b) Vad ?

2. (a) om

(b) systemet

3. systemet

4. (a) systemet

(b)

5. om

(a) (b)

6. om

(a) (b) (c)
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1.5 Svar:

1. (a)

(b)

2. (a)

(b)

3.

4. (a)

(b)

5. (a)

(b)

6. (a) (b) (c)


