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1 System av differentialekvationer.

Vi skall hir undersoka ett par olika 16sningsmetoder for system av differentialekvationer, dels eimina-
tionsmetoden, dels matrismetoder. Vi skall se att varje differentialekvation, eller system av ekvationer, kan
goras om il ett system av 1:aordningens ekvationer. Allafragor om losbarhet och entydighet for 16sningar
till differentialekvationer kan dirfor reduceras till 16sbarhet och entydighet for 16sningar till system av
1:a ordningens differentialekvationer. Vi avslutar med att ge enkla versioner av satser som besvarar dessa
fragor.

1.1 Eliminationsmetoden

Metoden illustreras med exempel och kommentarer.

Exempel 1: Antag att funktionernax(t) och y(t) satisfierar féljande system av differentialekvationer.

+r—2y" +y =t
{ 22" +5x—y +5y = t?
Vi kan hir succesivt eliminera sa att vi far en differentialekvation som endast innehaller y och derivator
av y samt ¢ och en dir funktionen = ocksa finns med. De tillatna operationerna ir nu dels de vanliga fran
algebran, dels derivering av ekvationer. Vi skall emellertid se till att vi i varje steg har ett system som ér
ekvivalent med det ursprungliga.
| forsta steget subtraherar vi 2*ekv(1) fran ekv(2) for att eliminera z’. En sddan operation ger alltid ett
ekvivaent system.

4+r—-2y+y = t

{ 3z + 3y’ + 3y = t2-2t

Genom att derivera den undre ekvationen kan vi sedan elimineraz’ ur den évre. For att kalkylerna skall
varaenklaatt folja flyttar jag upp ekv(2) och tar med den deriverade ekvationen sa att ekvivalensen blir up-
penbar. Hir har vi ju baralagt till en ekvation och kan dirfor inte fa fler 16sningar till det utokade systemet
dn till det ursprungliga. Vi kan inte heller forlora nagra 16sningar eftersom alla funktioner z(t) och y(t)
som satisfierar en viss ekvation ocksa maste satisfiera den deriverade ekvationen. Jag multiplicerar ocksa
ekv(1) med 3.

3z + 3y’ + 3y = 2 -2t
3z’ + 3y" + 3y’ = 2t—2
3z +3x—6y' +3y = 3t
Subtrahera ekvation (2) fran ekv (3) sa far vi
3z + 3y + 3y = t2 -2t
32’ + 3y" + 3y’ = 2t—2
3x—3y"—9' +3y = 3t—(2t—2)
Nu behéver vi inte lingre den deriverade ekvationen och uteldmnar dérfor den.
3z + 3y’ + 3y = t2-2t
3x—3y" -9y +3y = t+2
Vi kan nu eliminera z ur den sista ekvationen genom att subtrahera den forsta.
! — 102
A) {m+§;’ +y = 5(t 2t)2
=3y —12y' = t+2—(t*—2t)
. 1
Den undre ekvationen y” + 4y’ = g(t2 — 3t — 2) har losningen
1 7 3
t)=Cre ™+ Co+ —t° — —t* — _t
y(t) = Cre™™ + Ca + 3587 = 75t — 550)

Insittning av dettai den Gvre ekvationen ger

1 19, 9 3
H=3Ce®—-Cy— —t3+ 2 — —t+ —.
2(?) 1€ 27360 Tagt T3t

Eftersom vi hela tiden arbetat med ekvivalenta ekvationssystem sa vet vi att vi nu har funnit allméinna
16sningen till det ursprungliga systemet.
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Tekniken fungerar lika bra om ekvationerna har hogre ordning.

Exempel 2: Vi 16ser ekvationssystemet
2 —2zx+y = 0
{ 27 —y'"'—y = 0
Hir ser det enklast ut att elimineray” i stillet for 2. Vi deriverar ekv(1) och adderar resultatet till ekv(2).
Jag utelimnar hir den deriverade ekvationen eftersom kalkylernair relativt enkla. Vi far nu:

2 =2z +y = 0
" — y =0
Deriveranu ekv(2) och adderatill ekv(1) sa erhalls:

{ W 42" —22 = 0
y = 2z
Losningen far vi nu till

{ z(t) = Cret + Coe~t + Cscos(v/2t) + Cy sin(v/2t)

m

y(t) = Cret — Coe~t + 2/2(Cssin(v/2t) — Cy cos(v/2t)))
O

Det #r inte altid mojligt att eliminerasa att den ena ekvationen ér en differential ekvation med en obekant,
tex y(t), och den andra uttrycker z(t) direkt med derivator av y ().

Exempel 3: Vi loser

22" + 22" +y' -2y = 0
Om vi hir eliminerar 2 ur ekv(2) sa forsvinner samtidigt 2’ och vi far

{m'+az—3y”+6y' 0

z' + 2z — 3y" + 6y’ =0
{ 6y’” _ 123/” _ y/ +2y = 0
Hir bestimmer vi létt y(¢) ur ekv(2) och far sedan en ny differentialekvation att 16sa for att bestimma x(t).
Om vi istillet fran borjan hade eliminerat 4" ur ekv(1) sa hade vi fatt ekvationssystemet
62" +6z" +2'+2 = 0
{ y' -2 = -2" -2

O

Dennateknik fungerar i princip aven om ekvationernainte ir linjiara med konstanta koefficienter men blir
givetvis mer komplicerade da.
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1.2 Matrismetoder.

Vi skall hir titta pa matrismetoder for system av forsta ordningens linjira differentialekvationer med kon-
stanta koeficienter. Det forsta vi skall gora idr att se hur hogre ordningens (system av) ekvationer kan skrivas
om till (storre) system av forsta ordningens ekvationer.

1.2.1 Omskrivning av differentialekvationer till forsta ordningens system.

Idén dr enkel: Infor nya obekanta funktioner for de olika derivatorna utom den hogsta.

mn

Exempel 4: Ekvationeny® + 2y" — 4" + 3y’ +y = sin(¢) ger ett forsta ordningens ekvationssystem om

visittery' =z, y'=2'=wu, y" =u =v. Diirjuv’ =y® ochvi far systemet

v = sin(t) —2v+u—-3z—y
u = w
2 = u
y = =z
O
Pa sammassitt kan vi skrivaom ett system till ett storre system.
Exempel 5:
2 = 2z—wu
' —=2zx+y = 0 o u = 22—y
22’ —y"'—y = 0 ¥ = z
y o= u
O

Hir kan man ju fa ekvationer dir vinsterledet innehaller flera derivator exvis bade ' och 2’. | allménhet
kan man da eliminerasa att ekvationssystemet kan skrivas

.’13,1 (t) = Qa1 (t) + Q1222 (t) + -+ a1nTy (t)
zh(t) = anmi(t) + asewa(t) + - - + a2nwa(t)
0 () = anz1(t) + an2z2(t) + -+ + apntn(t)

Pa matrisform:

(B) z'(t) = Ax(t)

Dennaomskrivning fungerar for de flesta system av homogenadifferential ekvationer. Omvint kan de flesta
system (B) skrivas om med eliminationsmetoden till ett triangulerat system av sammatyp som system (A)
ovan.

1.2.2 Egenvektormetoden.

Detta avsnitt kan goras mer systematiskt om man list kapitel 101 G Sparr: Linjir Algebra (eller motsva-
randei annan bok). Vi aterkommer dirfor till dettai kursen Linjar algebra och flervariabelanalys.
Vi atervinder forst till exempel 2 ovan och skriver om 16sningen pa vektorform.

T _ e 1 ot 1 iv2t 1 —iV/2t 1
|:y:|—01€ [1]+02€ |:_1:|—|-03€ |:_22\/§ +C46 22\/5
Losningarna till 6vriga exempel kan skrivas pa sammasitt. Dettabor da gilla dven ekvation (B) i de flesta
fall.
Vi undersoker nu hur vi skall kunna hitta dessalosningar.

Vi provar forst med en 1sningsansats z = Ce"v.
Insittning i ekvation (B) ger di Cre™ v = Ce™ Av ochalltsid rv = Aw. Vi finner alltsa att = Ce™ v ir
en 16sning till z'(t) = Az(t) om och endast om v &r en vektor # 0 sidan att Av = ro for nigot tal r.

En sadan vektor v kalls for egenvektor till matrisen A. Talet r kallas for egenvirde till matrisen A. Att
finnaegenvirden och egenvektorer till en matris A ir ett rent algebraiskt problem som vi maste redaut hir.
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Vi skriver férst om ekvationen Av = ro till (rI — A)v = 0. En egenvektor ér ju en icke-trivial 16sning till
dennaekvation. Sadan 15sning finns, som bekant fran algebrakursen, om och endast om det(rI — A) = 0.

Vi sammanfattar dettai en sats som aterkommer i senare kurs.
Sats: Egenvirdena till en matris A utgors av nollstéllena till den karakteristiskaekvationendet(A —rI) =
0. Egenvektorernasom svarar mot ett visst egenvirde r utgors av deicketrivialalosningarna till det homo-

genalinjira ekvationssystemet (rI — A)v = 0

Exempel 6: Vi 16ser igen ekvationssystemet

' —2x4+y = 0
22 —y'"'—y = 0
som vi ju skrivit om till det ekvivalenta systemet
2 = z
y = u
2 = 2z—wu
u = 2z-—y
0O 0 1 O r 0 -1 0
Hir dr A = 0 0 01 och den karakteristiska ekvationen ir r 0 - 0 som
2 0 0 -1 -2 0 r
0 -1 2 0 0o 1 -2 r
efter utveckling ger r* + 72 — 2 = 0.
Hir far vi egenvirdenar = 1,7 = —1,r = iv/2 ochr = —iy/2.
Egenvektorernafar vi sedan som 16sning till ekvationssystemen (rI — A)v = 0.
En egenvektor v till egenvirdet » = 1 far vi alltsa som 16sning till
1 0 -1 0 z 0
o 1 0 -1 y| |0
A= -2 0 1 1 z| |0
0o 1 -2 1 U 0
1
Detta system har 16sningen v1 = C4 }
1
T 1
Allts ér ‘Z = (et i 16sning till systemet av differential ekvationer.
U 1
Pa motsvarande siitt hittar vi egenvektorer till de 6vriga egenvirdena och far till slut
T 1 1 1 1
Yy | _ t] 1 | 1 V2t —i2v/2 —iV/2t i2v2
e = C1e 1 + Cae _1 + Cse /32 + Cye i3
U 1 1 4 4

Hir 4r vi egentligen baraintresserade av « och y varfor vi skriver om 16sningen till [ Zj ] = (et [ i ] +

Cge_t [ _11

tionsmetoden.

] CieiV2t [ —i21\/§ ] + Che~iV2t [ i21/§ ] vilket dr samma som vi fick med elimina-

O

1.2.3 Matrisexponentialfunktionen.

Vi skall nu studera ett tredje sitt att 16sa ekvation (B), med matrisexponentialfunktionen. For att nagot
forsta dess definition méaste vi ga vidare med egenvektorsmetoden.
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Antag att A idr en 2 x 2- matris och att vi funnit 2 egenvirden och egenvektorer. Lat nu P varaen 2 x 2-

matris vars kolonner ir de tva egenvektorernasom vi funnit. Da ar AP = PD dir D = [ 78 72 ] .
Detta foljer direkt av hur matrismultiplikation ir definierad. Motsvarande giller uppenbarligen ocksa om
A drenn x n-matrisoch vi funnit n egenvirden och n linjért oberoende egenvektorer.

Multiplikation med P! ger P"1AP = D. (D4 det finnsen matris P si att P ' AP = D dir D ir en
diagonamatris siger man att A idr diagonaliserbar.)

Om vi nu gor subgtitutionen ¢ = Pp sa erhaller vi ,

Pp' = APp, dvs p' =P 'APp = Dp.

!
Utskrivet blir det § 710 = 7o (?)
{pé(t) = ropa(t)

Loser Vi dessa ekvationer sa far vi p; = c;e™t, i = 1,2 vilket kan skrivas p = Be,
. la _[emt 0

darc_[CZ] och B—[ 0 e”t]

Clerlt

Transformerar vi tillbakasa far vix = Pp = PBc = P [ coerat
2

:| = cle”tvl + C262t’U2

Antag nu att vi har begynnelsevillkoren z1 (0) = zg1,22(0) = zo2  €eler kortare:  x(0) = xg
Dablir zg = Pc (ty B = I fort = 0) ochdirmed iir ¢ = P~ 'xy. Vi kan dirfor skrivaz = PBP 'x,.

Genom att skriva e”i* som en Maclaurinserie, e”it =

M8
=) =

(r;t)*, sa inser man efter en smula eftertanke

k=0
att diagonalmatrisen B kan skrivas som
1
B=) —(tD)*
k=0
och eftersom A¥ = PD* P~ sa far vi
1
-1 __ k
PBP ! = kZ 5 (t4)
=0

Det dr nu naturligt att gora foljande

Definition:

etA ir en matris som ér definierad dven om A g dr diagonaliserbar, och det visar sig att det gér att derivera
som "vanligt", dvs

ietA — AetA,

dt
Sammanfattningsvis: Differentialekvationen

' = Az, z(0) ==

har 16sningen

T = etAzl:o, dir
tA _ o 1 k
=0

Om A ir diagonaliserbar sa ér

0 emt ... 0 L . .
B=[vy,v9,...;v,], OCh B= och 16sningen kan da skrivas
0 0 e’

x = PBc=cie"tv + -+ cpe™t,,
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d%i.r PC = Zyp.
'=- =
Exempel 7: Vi loser { z' = -4z +6y, z(0)=7

y'=-3cx+5y, y(0)=4

Hir ir A = [ :g g ] och egenvirdena blir:
r+4 —6 9 .
0= 5 ,_s|=r-r=2=+1=-2, n = -1 r = 2 Egenvektoremna

vlz[i], vgz[i].Alltséﬁr

Losningen blir

- N

o 1 et 0 1 -1 27t —e?t  —2e7t 4 22
Anm: Hir ir ¢4 = [ 1 ] [ 0 e ] [ -1 2 ] - [ et —e2t et 4 2% + Och

AT [ et +e?
x(t) =e [4]_{36_'54—@2’5

1.3 Losningars existens och entydighet.

Som vi sett ovan kan hogre ordningens differential ekvationer skrivas om till system av forsta ordningens
ekvationer. Da vi nu skall titta pa ett par satser om existens och entydighet f6r 16sningar till differentia-
lekvationer sa dr det praktiskt att formulera dessa for sadana system. Vi antar dérfor att ekvationen skrivs

:L'Il = fl(ta:l"lax?;"'a'TH)
-le = f(taz'l;:L'Z;"',xn)
'Z.In = fn(t7$17w27 ,.'Il'n)

eller kortare, ' = f(t,x) dir & = (z1(t), 22(t),- -+, zn(t)) och f = (f1, fo, -+, fn)-

For att helt forsta satserna som foljer krivs viss kunskap om funktioner av flera variabler. Vi kan ater-
kommatill demi senarekurs.

Sats1: Antag att I ir ett oppet intervall och att to € I. Antag vidare att funktionen f (¢, x) ér kontinuerlig
och satisfierar foljande villkor:

Det finns en konstant &£ > 0 sa att
|f(t,21) — f(t,22)| < k|x1 — 22| for allat € I ochalax; och x,.

D4 har differentidlekvationenz’ = f(t, ) x(to) = xo en unik 16sning = (t) definierad fort € 1.
Beviset ligger langt utanfor denna kurs och uteldmnas dérfor.

Ett speciafal, system av linjéra differentialekvationer, dr virt att nimnas separat.
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Sats 2: Antag att alla komponenternai matrisen A(t) och i funktionen g(¢) dr kontinuerligai det 6ppna
intervallet I och att ¢ty € I. Da har begynnelsevirdesproblemet

o'(t) = AM)z(t) + g(t) =(0) = zo

en entydig 16sning definierad for allat € 1.

Denna sats ér tillimpbar exempelvis da A &r en konstant matris. Den sidger da att ekvationssystemet
' = Az har unik 16sning for alla begynnelsevillkor ¢(0) = x¢. Den 16sning som vi fann i forra avsnittet

T = etAa:O ar saledes den enda.

Kraveti sats 1 ir ganskastarkt. Det ir exempelvisinte uppfyllt av differentialekvationenz’ (t) = z2, z(0) =
b > 0. En sats som ér tillimpbar pa den ekvationen ir f6ljande.

Sats 3: Antag att ala de partiella derivatorna av funktionen f(t, x) 4r kontinuerligai en omgivning av
punkten (to, xo). Da finns 16sning till begynnelseviirdesproblemet ' = f(t,x) x(to) = xo definierad i
nagot intervall J som innehaller ¢y. Losningen dr entydigt bestamd for ¢ nira .

1.4 Ovningar

1. (&) Los systemet
=4z +3y, z(0)=1
y' =2z+3y, y0)=1

dels med eliminering, dels med egenvektormetoden.
(b) Vad ir etA?

2. (8) Berikna A om
(b) Los systemet

3. Los systemet

o=z -4z
y =5y +4z ,z(0) = 4,y(0) = 2(0) = 1.
2= —4dr+4y + 3z

4. (@) Los systemet

y' =4z + by + 22

' =br +4y — 22
2= -2z +2y+82

(b) Berikna etA

5. Beriikna !4 om

(a)A:[; f] (b)A:[4

[\
= W
[ I

6. Berikna etA om

(a)A:[g (1)] (b)A:[O

—_
— =
—_

(c) A=

o OO
SO =

O ==
— 1
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(o]

Svar:
x = 8ebt — Let
R
(b) GA 1 36t + 2¢t  3et — 3¢t
5| 28t — 2¢t 25t 4 3et
562t _ 672t _562t + 5672)5
@ etA = % [ @2t — e=2t  _g2t 4 5o—2t
=5 —e %
ORI A

y=2e"—e
z = —e3t 4 2¢ 3¢
2 1 2
@ ag | —2 —}—cléegt 2 +cléegt 1
1 2 -2
44 5e% 44 4% 2 — 2%
(b) etA = 5| —4+4e” 445"  —24 2%
| 2-2e%  —242e% 14 8e%
T3t L ot 3t ot
tA_ 1| ¢€ +e e’ —e
@ e —2_e3t_e—t 63t+e—t:|
b) oA _ 1 [ 4%t 4+ 3e2t 3¢5t — 32t
(b) e = T | 45t — 4e2t 3¢5t 4 42t
(@A = [ ol ] (b) etA = ¢t [ ol ] (0 A =



