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3 Linjara differensekvationer med konstanta koefficienter.
3.1 Talfdljder.

Med en talf6ljd (y,)52,,, menar vi en fljd av rella eller komplexatal y,,. For varje heltal n > no ges
saledes ett reellt eller komplext tal y,,.

Man kan uppfatta féljden som en funktion y vars definitionsmingd dr en delmingd av heltalen. Funk-
tionens viardemingd #r en delmingd av de reella eller de komplexa talen. Om alay,, dr rella sa kan vi
illustreratalfoljdens/funktionens graf I' = {(n,y,) : n > ng} i ett ny-plan.

Exempel 1: Grafentill talfsliden y, = L dr {(n, L) : n > 1}
Yn

- N

3.2 Differensekvationer.
3.21 Inledande exempel.

Talfoljder forekommer flitigt i naturen.

Inom teknik och naurvetenskap studerar man ofta foreteelser som beror av tiden. Om man da gor miit-
ningar/observationer sa kan detta inte ske oavbrutet vid alla tidpunkter, det vill siga med kontinuerlig tid
. Miitningarna kan goras endast vid enstaka tidpunkter, det vill siga med diskret tid. Om en viss funktion
y(t) observerasvid tidpunkternat,, n = 0,1,2, 3,4.. . sa erhalls en talf6ljd (y,)o2, dér y, = y(tn)-

| andra sammanhang kan man fa en talfsljd for att den studerade foreteelsen 4r diskret till sin natur.
Biologer och demografer riknar exempelvis antalet individer fodda ett visst ar i ett bestimt geografiskt
omrade.

Ekonomer riknar vara pengar pa banken den 31/12 varje ar. Till sin hjilp kan de utnyttja en formel som
underlittar riknandet:

Om ett visst kapital K sitts in pa banken ar O och riantefoten &r r (rdntan dr rK kronor) sa har kapitalet
efter n ar vuxit till K, = K(1 + =)™ kronor.

Vid varierande rinta sa blir kalkylernabesvirligare men om rintan 4r konstant r,, under helaar n, sa ar

Kn+1 = Kn(]. + ’I"n).

Detta ir ett forsta exempel pa en sa kallad rekurrens- eller differensekvation.

Differensekvationer dyker dven upp inom tekniken, exempelvisi reglerteknik.

Betraktatill exempel en enkel regulator, vars uppgift ér att fa en pennaatt f6lja en diskret insigna z,,. Den
gor det genom att, vid tidpunkten ¢, 1, korrigera pennans ldge y,, med halva avvikelsen till det onskade
liget x,,, vid tidpunkten ¢,,. Vi far alltsa

Yn+l = Yn + (-’L'n - yn)/2a eller 2yny1 — Yn = Ty

dir x,, dr den kinda insignalen.

Inom matematiken dr det vanligt med talfsljder som kan ges av en differensekvation. Léat exempelvis
Zn varadimensionen av det linjira rummet av symmetriskareellan x n-matriser. Varje sidan matris kan
byggas upp av en symmetrisk reell (n—1) x (n—1)-matrisgenom att man ligger till en sistan-dimensionell
radvektor och sasmma sista kolonn. Av dettainser man att

z1 =1, 0ochz, =2p_1+nomn > 2.
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1
Foljaktligenédrx; =1, 2o =14+2=3,23=1+2+3,.. mn—Zk— L)

Ett annat exempel gesav Eulers metod fér numerisk 1osning av d|fferent|alekvat|oneny = f(t,y), y(0) =

A.
Denna metod bygger pa approximatonen y’ ~ M Insatt i differentialekvationen ger denna ap-

proximation M ~ f(t,y). | dennaersitter vi ~ med = och sitter ¢,, = nh ochy,, = y(¢,). Vi
far da en talfoljd (y,, )22, dir yo = A ochyp41 = yn + hf( nsYn) forn > 0.

Det finns andra siitt att dlskretlsera differentialekvationen y' = f(¢,y), men detta sitt far ricka som ex-
emplifiering av idén.

Aven andra ordningens derivata och hogre, kan diskretiseras. Eftersom y” = (y')’ sa kan vi utgé fran
approximationen ovan. Vi far da

Q

~

t+h+h)—y(t+h t+h)—y(t
y y'(t+h)—y'(t)~y(++,,)by(+)—y(+gy() (t+2h)—2y(t+h)+y()

h h h?

Differentialekvationeny' + ay' + by = f(t) kan pa dettavis diskretiserastill differensekvationeny,, ;o —
2ny1 +Yn + ah(yn+l - yn) + thyn = h2fn-
Ytterligare exempel ges av iterativa metoder att 16sa ekvationer. Ekvationen F(z) = z 16ser vi ju med
talféljden 41 = F(zy), xo = startvirde. Ekvationen f(z) = 0 16ser vi med Newton-Raphsons metod
som ocksa ger upphov till en talf6ljd. | dessa metoder ir vi emellertid inte intresserade av talféljden som
sadan, baraav grinsvirdet lim z,. Sadana fragor kommer inte att behandlas hir.

n— o0

3.3 Losningsmetoder for differensekvationer.
Forst en generell definition:
En linjér differensekvation av ordning m med konstanta koefficienter r en ekvation

Yntm + Gm—1Yntm—1 + Gm—2Yntm—2 + - .. + Q1Ynt1 + aoYn = fn fOr n > ng.

Sats 1 Denlinjira differensekvationeny, ym +am_1Yntm—1+m—2Ynim—2+- - -+ 01Yns1+aoyn = fn
med begynnelsevirdena y,, = by, Yno+1 = b1, 5 Yng+m—1 = bm—1 har exakt en16sning.

Bevis: OM yny, Yng+1s - - - » Yno+m—1 ar kiinda, sa kan man rikna ut y,,, 4, genom

Yntm = frno — (@m—1Yno+m—1 + Gm—2Ynotm—2 + - - - + Q1Yno+1 + Q0Yn,)-

Direfter Kan yy,,+m+1 rdknas ut och sa vidare.
Med hjilp av kulram eller annan dator kan man givetvisrikna ut ett godtyckligt, men dndligt, antal element
i foljden y,,. Dettabevisar att ekvationen har exakt en 16sning.

VSB.

Malet med f6ljande sidor ér att ersitta kulramen med matematiskt tankearbete och forsoka hitta generella
metoder for att bestimma foljden (y,)52,,, -

For att gora livet littare, later vi ala foljder ha samma definitionsméngd, n > 0. Detta innebir ingen
visentlig inskridnkning eftersom man alltid kan gora ett bokstavsbyte z, = yn4n,-

Enligt teorin for linjéra transformationer har vi f6ljande allménna princip. (Jimfor med teorin for linjira
differentialekvationer.)

Sats2 Allminna 16sningen till differensekvationeny,, 1y +am _1Yntm—1+am—2Untm—_2+- - - +a1ypns1+

aoyn = fn geSA
Yn = Y™+ b

dir yPort r en losning till differensekvationen och y/°™ #r allménna l6sningen till den homogena diffe-
rensekvationen ¥,+m + Gm_1Yntm-1 + Gm—2Yntm—2 + -« . + @1Ynt1 + aoyn = 0.

O
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3.3.1 Forsta ordningens ekvationer.

Exempel 2: Vi loser ekvationen yn4+1 — yn = g(n) dir ¢(n) ér ett polynom. Motsvarande homogena
ekvation dr y,4+1 — yn = 0. Dennakan skrivasy,+1 = y, och man inser att allméinna 16sningen till denna
ar y, = A dir A dr en konstant. For att finna en partikuldrlosning konstaterar vi forst att om y,, = n™
S& 4r Yny1 — Yo = (n + 1)™ — n™ = ett polynom i n av grad m — 1. De olika polynomen som vi
far da m > 1 genererar saledes ala polynom, de bildar en bas for det linjdra rummet av polynom. Om
g(n) dr ett polynom sa finns det alltsa ett unikt polynom @)(n) av samma grad sa att y, = nQ(n) ir en
partikulérldsning till y, 11 — ¥ = g(n). Polynomet Q(n) bestims genom ansats. Allménna 13sningen
till ekvationen y,+1 — yn = g¢(n) dr sedan enligt ovan y,, = nQ(n) + A. Med liknande argument
inses att allménna 15sningen till y,+1 — ¥y, = a™q(n) dir ¢(n) ér ett polynom av grad m och a # 1 ér
yn = a"Q(n) + A dir Q(n) dr ett polynom av grad m sadant att a™Q(n) ér partikuldrlésning.

|

Notera skillnaden/likheten mellan differential- och differensekvation. Den karakteristiska ekvationen for
differensekvationen y,+1 — y, = 0 drr — 1 = 0. Roten édr r = 1 och ekvationens allminna 16sning &r
yn = A. Dettamotsvarar differentialekvationeny’ = 0 vars karakteristiska ekvation dr » = 0 och 16sning
y(t) = A. Sambandet mellan de tva ekvationernages av eulers metod, som tillimpad pa differentialekva-
tioneny’ = 0 ger differensekvationeny,, 1 — y, = 0.

Exempel 3: Lat oss varakonkretaoch 16sa ekvationen y, 11 — yn, =n%, yo =1

Enligt ovan finns partikulirlosning ¢yt = n(an® + bn + ¢) = an® + bn? + cn. Insittning i differen-
sekvationenger da a(n + 1) + b(n + 1)2 + ¢(n + 1) — (an® + bn? + cn) = n2.

Utveckling av potenserna och sortering av termer ger 3an? + (3a + 2b)n + (a + b + ¢) = n?. Saledes ir

1 1 1 1 1 1
yrort = §n3 - §n2 + gnochy, = gn3 — §n2 +gnt+4

. 1 1, 1
Villkoret yo = 1 gernu A = 1 ochy,, = gn3 - 5nZ +gnt1
O

Exempel 4: Betrakta ekvationen y,,+1 — ky, = ¢(n) dir g(n) &r ett polynomi n och k # 1. Den homo-
gena ekvationen kan skrivas y, 11 = ky, och vi ser att y°™ = Ag™. For att finna en partikulzrlsning
observerar vi forst att om y,, = n™ s ir y,+1 — ky, = (n + 1)™ — kn™ som ir ett polynom av grad
m. Precis som ovan kan vi d& konstatera att det finns en partikuldrldsning y2*"t = Q(n) dér Q(n) &r ett
polynom av samma grad som ¢(n). Notera att vi hir inte har faktorn n som i fallet & = 1. Allminna

16sningen &r alltsd y, = Ak™ + Q(n)
O

Exempel 5: Ekvationeny,, 11 + 2y, = n? har enligt ovan o™ = A(—2)" och y2*"* = an? + bn + c.

Insiittning i ekvationen ger a(n + 1)2 + b(n + 1) + ¢ + 2(an® + bn + ¢) = n?. Utveckling av poten-

. 1, 2 1
sernaoch sortering av termer ger 3an?+ (2a+3b)n+ (a+b+3c) = n?. Saledes dr y2" = gnz —5" 57
1 1
Allminna 16sningen ir siledes y, = —n? — ~n? — — + A(=2)".
3 9 27
O

3.3.2 Den homogena ekvationen.

Vi behandlar férst andra ordningens ekvation y, 12 + ayni1 + by, =0
Karakteristiska ekvationen till dennar 72 + ar + b = 0. Vi far da foljande sats, som #r helt analog med
motsvarande for differentialekvationer.

Sats 3: Antag att den karakteristiska ekvationen till den linjdra differensekvationen
Yn+2 + aYns1 + by, = 0 har rotterna r; och rs.



Differensekvationer Envariabelanalysdel B for M 96/97 sid. 4av 8

Da ges allminna 16sningen av:
Yn = Ci77 + Cory omry # ro
och

Yn = (C1TL + CQ)TIL omnry =1

Bevis: Antag forst att ry # ro och visaatt r* och r idr 16sningar till ekvationen.

Sétt y,, = r. DA ir ypio + ayny1 + byn = r{""z + ar{”‘l +brt = r(r? + ary +b) = 0 eftersomry ér
rottill 72 +ar +b = 0. Alltsa #r r] 16sning. Givetvisgiller dettaocksa ry och alltsa ér y,, = Cy7 + Cor
16sning for allavirden pa Cy och Cs.

For att se att detta dr allménna 16sningen ricker det enligt sats 1 att visa att man altid kan vilja C; och Cy
sa att villkoren yo = ag och y; = a4 ér uppfyllda.

Med Yn = ClTIL + CQT;L ar yo = C1 + Cy och Y1 = r1C1 + r2Cs. Cl, C5 skall alltsa varal(isning till
ekvationssystemet
{ C1+Cs = Qo

MO, 410 = ay Detta system har determinanten ro — r; # 0 och har altid unik 16sning.

Antag nu att r; = ro. Skall da visa att dven y,, = nrp satisfierar ekvationen. Med y,, = nrp ir
Yni2 + aUni1 +byn = (0 +2)r"T2 L a(n + D)™ £ bnr? = el (r2 +ary +b) + 77 (28 4 a) =0
ty hir 4r bade 77 + ar; +b=00ch 2r; +a = 0dar; = ry eftersoma = —(ry +r3) = —2r1.

Saledes dr y, = (Cin + C2)r 16sning till ekvationen.

Som ovan ricker det att visa att man altid kan vilja C; och Cs sa att villkoren yo = ag ochy; = a; ér
uppfyllda
Ekvationssystemet blir i dettafall

{(Cé ‘o — % som ocksd alltid har unik 16sning.
1 2)71 - 1

VSB.

Motsvarande sats giller dven for hogre ordningens differensekvationer. Den karakteristiska ekvationen till

Yn+m + Am—1Ynt+m—1 + Am—2Yn+m—2 +---+ a1Yn+1 + aoyn = 0 ar
P 4 A1 ?™ T+ Qo™ 2+ agr + a9 = 0.

Sats3' Antag att den karakteristiskaekvationentill y,,4m+am—1Ynt+m—1+am—2Yntm—2+- - -+a1Ynt1+
aoyn = 0 har rétterna 1 av multiplicitet mq, ro av multiplicitet mo, - - -, och r; av multiplicitet m;.
Da idr allménna I16sningen till differensekvationen

Yn =r11(n) +ryqe(n) +ryigs(n) + ... +r'q(n)

dir ¢;(n) dr ett polynom av grad < m; — 1 (med m;; friakonstanter).

Detta kan bevisas som ovan men gors bist med annan teknik. Beviset uteldmnas.
O

Exempel 6: Fibonaccitalen

Detta ir ett klassiskt exempel. Fibonaccitalen dyker bland annat upp inom biologin. | en mycket enkel
modell for forgrening kan man tinka Sig att i spetsen av varje gren bildas tva tillvixtanlag i Slutet av aret,
ett som far grenen att vixa nésta ar och ett som ger upphov till en ny gren efter ett ar. Det ser alltsa ut sa
hir:
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ar0 arl ar 2 ar 3
Antalet grenar, F,,, kallas fibonaccitalen och ges alltsa av
F(] = 1, F1 =1och Fn+2 = Fn+1 + Fn
For att bestimma fibonaccitalen skall vi saledes 16sa differensekvationen
Fn+2 - Fn+1 - Fn = 0, F() =1 OChFl =1.
Differensekvationens karakteristiska ekvation ér
r?—r—1=0
vars1dsningar dr
_1+45
=
Differensekvationensallminna 16sning ar dérfor
1++/5 1-+5
F, =Cy( 5 )™+ O 5 ).
Fy=10chF, =1ger
Ci+Cy =1
och Y Y
1 5 1—-+/5
1 + + Oy =1.
2 2
Dessa ekvationer 16ses 1itt och vi far
(1 + \/5)n+1 _ (1 _ \/5)n+1
F, = .
2n+1\/5
O
Exempel 7: Vi 16ser ekvationen
Tnt2 — 2Tpt1 + 2z, = 0.
Losning: Differensekvationens karakteristiska ekvation ir
r? —2r+2=0.
Losningarna till dennadr » = 1 + j vilket ger
Tn = C1(1+5)" + Ca(1—j)".
Dennaldsning kan vi skrivapa reell form.
T = Ci(V2EIT) 4 Oo(V2e TT)
= (V2)"(Ci(cos %r +J sin%r) + C>(cos %r — jsin %r)
27/2( A cos "7 | Bsin n_7r)
4 4
O

Anmirkning: De konjugerade komplexa rotterna till en reell ekvation har altid ssmma multiplicitet. Det

ar darfor alltid mojligt att skrivalosningen till en reell differensekvation pa reell form.
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3.3.3 Partikuléiirlosning till den inhomogena ekvationen
Yn+m + Am—1Yn+m—1 + Am—2Yn+m—2 +...+ a1Yn+1 + aoYyn = fn

1 f. = q(n) dir ¢(n) dr ett polynom.

1.1 yro™ innehaller inget polynom, dvsr = 1 ir interot till karakteristiska ekvationen. Ansats:
part — Q)(n) dir Q(n) #r ett polynom av sammagrad som g(n).

1.2r = 1 #rrot av multiplicitet k, déir & > 1, till den karakteristiska ekvationen. Ansats: yPort =
n*Q(n) med Q(n) enligt 1.1.

Anmirkning Om vi jamfér med motsvarande problem f6r en differentialekvation sa noterar vi att i det
fallet ar roten 7 = 0 till den karakteristiska ekvationen kritisk. Till en differentialekvation med hogerled
x gor vi ansatseny = Ax + B omr = 0 inte &r rot till karakteristiska ekvationen. Om r = 0 &r rot av
multiplicitet m sé gor vi ansatseny = 2™ (Ax + B) eftersom polynom av ligre grad ir 16sningar till den
homogena ekvationen.

Exempel 8: Vi loser ekvationen y,12 + 2yn+1 — Yn = 0.
(K.E) 72 +2r — 1 =0harréttenar; o = —1 £ /2 # 1.
Vi gor ansatsen y247t = An + B och far:
Ynt2 +2Unt1 —yYn =An+2)+ B+2(An+1)+ B)— (An+ B) =2An+4A+ 2B =n.
Saledes ir A = 1 och B = —1 vilket ger

1
Yn = Cr(=1+V2)" + Co(=1 = V2)" + sn—1L.

O
Exempel 9: Vi l6ser ekvationen y,4+2 — 2yp+1 + yn = n.
(KEE) 72 = 2r +1 =0 harrtternary » = 1, sd yhom = Cin + Co.
Ansas: y, = n?(An + B) = An® + Bn?.
Ynt2 — 2Unt+1 + Yn = (A(n +2)3 + B(n + 2)2) — 2(A(n + 1)3 + B(n + 1)2) + (An® + Bn?) =
n6A+ (6A+2B)=n
Saledes ir A = § och B = —1 vilket ger
1 1
Yn = 6n3 — §n2 + Cin + Cs.
O

Exempel 10: Vi soker en formel for berdkning av summan X7_ k(k + 1).

Visitter y, = X7_ok(k + 1) Dadr yp41 —yn = (n+1)(n +2), yo = 0.

Den karakteristiska ekvationen har roten 1 s vi gor ansatsen y2%7t = n(An? + Bn + C). Insittning ger
nu

A(n+1)2+B(n+1)2+C(n+1)—(An®+Bn?+Cn) = 34An’+(3A+2B)n+(A+B+C) = n?+3n+2.
Foljaktligendr A = 1, B=10chC = 2.

Ekvationensallméinna 16sning ér dé y, = zn® +n? 4+ Zn + D. Menyo = 0sé D = 0 och vi har funnit att

1 , 2
R ok(k+1) = gn3 +n?+ 3"

2 fn = q(n)a™ dér ¢(n) ér ett polynom.
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Ansats:  yPt = a"zy,.

Det kommer da att varamojligt att divideramed a™ och partikulérlésning z,, bestims som ovan.

Exempel 11: Vi I6ser ekvationen y,+3 — 4ynt2 + 5ynt1 — 2y, = n2™.
(K.E) 73 —4r% + 5r — 2 = 0 har rétternary » = 1 ochrg = 2.
For att bestimma y2°™¢ s gor vi ansatsen y,, = 2"z, vilket ger

Yn+3 — Wnt2 + 5Yny1 —2yn =
2"(82n+3 — 162n+2 + 102n+1 — 2zn) =

2M 3 s — 42" 2y 452"y — 227,

n2"

Séledes skall z,, varapartikuldrlosning till 82,13 — 162,42 + 102,41 — 22, = 0.
For att avgora vilken ansats som skall goras undersoker vi denna ekvationskarakteristiskaekvation: (K.E.2)
83 — 16r? + 10r — 2 = 0 Eftersom denna uppkommit genom att vi ersatt » med 2r i den ursprungliga
(K.E) sainser vi attr = 1 ér rot till (K.E.2) av sammamultiplicitet somr = 2 ar rot till (K.E). Foljaktligen
skall vi géra ansatsen z, = n(An + B). Insittning som i tidigare exempel ger z, = tn? — In.

Ekvationens allminna 16sning 4r Slutligen:
Yn = (%TL2 - %'fl + 01)271 + Con + Cs.

3.4 Ovningsuppgifter.
1. Bestim gy, om

@ Yn+1 = Tyn, yo =2
(b) Yn+2 — Yn+1 — 2yn = 07 Yo = 07

4

y1 =1

© 2yny2 +3Ynt1 —2yn =0, 41 =0, y3 = -1

(d) Ynt1+yn =2, yo = —1
(€) Yn+1+2yn=m, 40 =0
2. Los differensekvationerna
@ Ynt2 +4yni1 +4y, =0
(B) Ynt2+6Yni1 +9yn =0
(©) Ynts = Yn+2 = 2Yn+1 +2yn =0

(d) Yn+3 + 7yn+2 + 14yn+1 + 8y, =0

3. Los differensekvationerna

(a) Ynt2 — 4Yny1 + 3yn = —4
(0) Ynt2 = 2yny1 +yn = —4

(©) Yn+2 — 3ynt1 — 10y, = 36n — 21
() Ynio — dyn = —6n% + 8n 4 17 + 271

(© Yni3 —Ynt2 —Ynt1+Yn ="

4. Laty, = X7_(k—1)(k+2) forn > 0.
Teckna en differensekvation som satisfieras av y,, och bestam y,, med dess hjilp.

5. Laty, = £7_ (n — k)2* forn > 0.

Visaatt y,, satisfierar differensekvationenyy,, 1o — 2yn 41 + yn = 275

Utnyttjadetta for att bestimma y,,.

6. Lity, = I7_,(n + k)23F forn > 0.

Teckna en differensekvation som satisfieras av y,, och bestdm y,, med dess hjilp.

7. Diskretisera differentialekvationen 3’ — ay = 0. Los den erhéllna differensekvationen. Jimfor
losningen till differential ekvationen med 16sningen till differensekvationenda h — 0.
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8.

10.

3.5

1

10.

Diskretiseradifferentialekvationeny’ + 3y’ + 2y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1. Los den erhallna diffe-
rensekvationen. Jamfor 16sningen till differentialekvationen med 16sningen till differensekvationen
dah — 0.

. Los foljande system av linjéra differensekvationer:

Tntl T Ynt1 +2ng1 +Tn +Yn + 2, =0
2Zn41 +Ynt1 +22p41 + T +2Yn + 2, =0
2Tp1 + 2Yny1 + Znp1 + T +Yn + 22, =0

Pa en 6 finnsréavar och kaniner. Kaninernair byten for ravarnasom givetvisiter andrasmadjur ocksa.
| medeltal tar varjeriv 0.3 kaniner per manad. En del kaniner dor av exvisalder, dessutom fods alltid
nya kaniner. Om inga kaniner blev rivfoda sa skulle antalet kaniner 6ka med 10% varje manad. Lat
antalet rdvar manad n varar,, och antalet kaniner varak,,. Da dr allts k,, 1 = 1.1k, — 0.3r,.

Aven antal et rivar forandras. Om ingakaniner fanns skulle rivantal et minskamed 60% varje ménad.
Varje kanin gor att i medeltal ytterligare 0.2 ravar 6verlever.

Still upp ett system av differensekvationer som beskriver situationen ovan och bestiam k,, och r,, om
ko = 100 och rqg = 10. Bestim ocksa lim k, och lim r,.
n— oo

n—oe

Svar till 6vningsuppgifter.

@ yp=2xT7"

(0) yo = 52"+ (=)™

©) yn = %(8 x 277 4 2(—2)")

(d) yn =1-2(-1)"

© yo=50Bn—1+(-2)")

(@ yo = (A + Bn)(~2)"

(6) g = (A + Bn)(~3)"

© yn=A+BV2" +C(—V/2)"

(d) yn = A(=1)" + B(=2)" + C(-4)"
@ yn = A+ B3" +2n

(0) yn = A+ Bn —2n?

(©) yn = A5™ + B(—=2)" — 30+ 2

(d) yn=(A+ 2)2"+ B(-2)" +2n* -3
(€ yn = 5n® — &n?+ An+ B+ C(-1)"
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