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2 Nagot om kurvskaror.

2.1 Ortogonalkurvor.
211 Cartesiskakoordinater.

Betrakta kurvskaran bestaende av ellipserna

24+4y2=C, C>0.

For varjevirde pa parametern C har vi alltsa en kurval' ¢, varsekvation
ir z2 + 492 = C. Genom varje punkt i planet gir precis en kurva. -
Genom punkten P = (z, o) gar kurvan e
FCO : 55'2 +4y2 = C(), C() = .'13'(2) + 4y8

Antag nu att vi har dnnu en kurvay = y(z). Dennaskir kurvan I'¢,
i punkten (xo,yo), dir yo = y(xo). Kurvorna skir varandra under en
vinkel v, som ir vinkeln mellan de tva kurvornastangenter i (zo, yo).
En naturlig fraga dr: Finns det ndgon kurva, som skdr alla kurvorna —
T'c under rdta vinklar? ' "
| figuren ser vi att linjernaxz = 0 respektivey = 0 4r ortogonala mot ‘
alaellipserna. Finns det nagra andra kurvor, som 4r ortogonala mot
alaélipser som de skir?

b S
-2

3 X\2+4y2=C

Kurvskaran T'c har ett riktningsfilt y’ = f(z,y), dir alltsi y' = k; ir riktnihgskoefficient for tangenten
till kurvan genom punkten (z,v). Nu vet vi sedan tidigare att tvé linjer y — yo = k1(x — zg) ochy —yo =

ko(xz — mo) dr vinkelrdta mot varandra < kika = —1 & ko = 5 Saledes dr kurvan y = y(z)
1
. 1 1 .
ortogona mot kurvan T'c, i punkten (zg,y0) < y'(z0) = —— = —————. (Vi forutsiitter aft
ky f(z0,%0)

f(zo,v0) #0.) Kurvany = y(z) 4r ortogona mot allakurvornal'c omy'(z) = —

1
i alapunkter
f(z,y) P
(2,y).

Vi sammanfattar: Antag att kurvskaran I dr 16sningskurvornatill differentialekvationeny’ = f(z,y).
Da dr ortogonalkurvorna 16sningskurvornatill

Exempel 1: Vi bestimmer ortogonal kurvornatill kurvskaran z? + 4y? = C.

Derivering av kurvskarans ekvation ger

3 y=Rx"4

2+8yy =0 = y' = - = f(z,y). .
4y -
For z # 0 ochy # 0 giller alltsa: ol e o )
y = y(=) ir ortogonal mot ellipsernaz? + 4y? = C 2 =
. & s worraye=
< yl(l') = — = — W s 2 1 0 1 2 3 4
fley) =

d 4d
e Y2

y x

Denna differential ekvation har allmén 16sning
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y=Rs*, R0 (R=0=>y=0,R— 00 = 2=0.)
Ortogonalkurvornatill elipsernair saledes ala fjirdegradskurvornay = Ra* samt koordinataxlarna.

|

Anmdirkning: Om vi, efter eliminering av C ur kurvskarans ekvation, inte kan/vill 16sa ut y', utan nojer
oss med ekvationen F(x,y,y') = 0, sé ér ortogonalskarans ekvation F'(z, y, ;—,1) =0.
Exempel 2: Vi bestimmer ortogonalkurvornatill kurvskaran y? + z? — 2Cz = 0.
Derivering av kurvskarans ekvation ger nu C = yy' + z. Insittning av dettai kurvskarans ekvation ger
2+ 22 —2(yy' + )z = 0.
Ortogonal skarans ekvation ér da

4
X\2+(y-R)"2=R"2
3

2 v y2+m2—2(;—f/+a:)x:0.
i / 7 \ Dennakan forenklas till
\ | Y2 )
X — 22 1)y +22 =0
: : ()2 -1y +22
R Substitutionen z = 2 leder till differentialekvationen
3 -
“a 3 2 10 1 2 3 4 1 2z 1
—— 4+ ———)d —dxr =0
) ( z+z2+1)z+:cHJ
vars1osning ar
2
1
N Gl Y
z
som omskrivestill
y? + 22 = 2Ry.

Kurvskaran bestar i dettafall av cirklar
(z-C)Y+y*=C"

med radie |C'| och medelpunkt (C, 0).
Ortogonalkurvornaiir cirklar
>+ (y—-R)?*=R?

med radie R och medelpunkt (0, R).

2.1.2 Polira koordinater.

En kurvskaraT', som gesi polira koordinater. kan dven den erhallas
som 16sningskurvornatill en differentialekvationr’ = f(r, ).

r=r(0)

| dettafall kan man visaatt — = tanw,
T

- ‘ Saledes dr tan w; = T

f(r,0)
och ortogonalkurvornas ekvation ér
r(®) _ _ -1 f(r0)
() tanwy = tanw; r
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Exempel 3: Vi bestimmer ortogonalkurvornatill kardioidernar(9) = a(1 + cos 8).

1+ cosf
—sinf

. . | 0
Ortogonalkurvornas ekvation blir da - ﬂ.
T

. . . o T
Derivering ger ' = —asin @ ochalltsd — =
r

sin 6

. . . d in 6d6
Denna ekvation skrivs om till &£ = 2277 ygrg 16sning ar r =
T

1—cos@ 0
C(1—=cost), C>0

Ambmm
o

o & A N

elerr = C(1 + cos(f + w)). (Kardioider igen!)

r=C(1-cos0) r=a(1+cos0)

2.2 Evolutan till en kurva.

Evolutan till en kurva éir den kurva vars tangenter ¢r normaler till den givna kurvan.

Antag att kurvany = f(z) dr given. Normalen till denna kurvai en
punkt Py = (&, f(&)) har ekvationen

1 6
Dessanormaler bildar alltsd en linjeskara Ne. A
Evolutan till kurvany = f(x) skal siledes ha denna linjeskara till ¢
tangenter. 7
Antag att linjen N, tangerar evolutan i punkten (z(£),y(€)). | sa fall 1
! 0
ges riktningskoefficienten for N av :Z’Eg . Dettainnebir att foljande e e r
tva villkor skall vara uppfyllda.
1
y(§) —f(&) = IO (@) =€) (x(§),y(§)) € Ne
y'(€) 1
= — N¢ tangent
2(©) G ¢

Detta ekvationssystem ir evolutans differentialekvation. For att bestimma z(§) och y(&) eliminerar vi
exempelvisy’(£) ur den andra ekvationen med hjilp av den forsta. Vi far da.

YO~ 1O =55 @O -0 = 0
I
T @O -9+ g +/1© =0
Evolutans ekvation ir siledes
RN GRIIG
rO-e = aQ
1+ (7))
v -1 =
Virt att notera ar att
(2(6) - + (4(©) - Fey)} = LELEODE _ g
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vilket betyder att punkten (x(&),y(§)) ér krokningscentrum for kurvan y = f(z) i punkten (&, f(£)).
Krokningscentrum dr med andra ord grinslige for skdrningspunkten mellan normalernai tva niraliggande

punkter (z, f(z)) och (¢, f(§)) diz — &.
Exempel 4: Vi bestimmer evolutan till kurvany = z2.

Eftersom f'(x) = 2z och f"(x) = 2 sé &r evolutans ekvation

: se-¢ - -1FE09A
NCECI)
: y(O - = o=
1 {w(é) = 1453652
0 3 2 4 o0 1 2 3 a4 +
¥y = —5

O

Lat oss slutligen bestiimma evolutan till en kurvasom ges pa parameterform, z = x(t),y = y(t). Da ir

dy _ y'(t)
dx  2'(¢)

och

d2_y _ d yl(t) dt B y”xl _ ylxll l
B dzx ()2 2

Evolutans ekvation blir nu

w200
V0T - ¥ (" 1)

- @O @20

R O IOROFL )

2.3  Ovningsuppgifter.

1. Bestim ortogonalkurvornatill

(@) Parablernay = Cz?. (e) Kurvskarany = Ce?”.
(b) Parablernay? + 2Cx = C?. (f) Rosettkurvornar = C|cos 36).
(c) Andragradskurvornaz? + Cy? = 1. (9) Spiralernar = Ce’.

(d) Tredjegradskurvornay = Cx3. (h) Hyperboliskaspiralernar = %

2. Enrak stang rullar utan glidning pa en cirkel. Punkten P pa stangen ér fran borjan tangeringspunkt.
Beskriv kurvan som P genomldper. (Ge en parametrisering av kurvan.) Bestim kurvans evoluta
Kurvan kallas cirkelevolventen. Den dyker upp i samband med konstruktion av evolventkugg, ma-
skinelement del B.

2.4 Svar till 6vningsuppgifter.

1. @z22+2%2=C (e z=Ce ¥
(b) y%+2Cz = C? () = C|sin36|s C >0
© 2 +y* =C +Inz? (@ r=Ce™’
(d) 22 +3y>=C (h) r = Ce*

2. x =a(cost +tsint), y = a(sint — t cost), Evolutan dr cirkeln.



