Matematik, Chalmers

Tentamen i Envariabelanalys, del B, for M1/TD1, 02-03-09
Losningar

1.

(a) Berikna grinsvirdet limm_,o(e“‘2 sinz — x)/z3.

Vi anviinder Taylorutvecklingarnae® = 1+ z2 + 2*B(z), sinx = z — 23 /6 + 2°C(x), dér
B och C ir begrinsade nira 0. Efter inséttning och forenkling far vi
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ddr D #r begrinsad nira 0. Gréansvirdet blirda1 —1/6 = 5/6.
Svar: 5/6.
(b) 1 talfsliden yo,y1,y2,¥3,.-- ar yo = y1 = 0. De 6vriga talen i foljden fir man genom upprepad anvindning av

ekvationen yp 42 = 3yn+1 — 2yn + 1. Beriikna y100.

Motsvarande homogena ekvation yp42 — 3yn+1 + 2y, = 0 har karakteristiska polynomet
2?2 — 32 + 2 = (z — 1)(z — 2) och alltsd 16sningarna y, = A + B2". Eftersom hogerledet
1 16ser homogena ekvationen soker vi en partikulédrlosning pa formen y, = Cn. Insittning
i ekvationen, C(n +2) —3C(n+1)+2Cn = 1,gerC = —1,sdy, = A+ B2" — n.
Begynnelsevillkorenyg = A+ B =0,y; = A+ 2B — 1 =0 gerslutligen A = —1, B = 1.
Alltsé 4r y,, = 2™ — n — 1 och speciellt 4199 = 2'°° — 101.

Svar: 2190 — 101,

2. Avgor om nedanstiende pastienden #r sanna eller falska. Ge kortfattade men tydliga motiveringar till ditt svar.

3.

(a) For att man skall kunna integrera en funktion maste den vara kontinuerlig.
Falskt. Exempelvis kan trappfunktioner integreras.

(b) Integralkalkylens medelvirdessats ir anvindbar till att berikna integraler. (Exakt, inte numerisk, berikning avses.)
Falskt. Medelvirdessatsen ger ett samband mellan integralen och en punkt £ i integrationsin-
tervallet, men da vi inte kiinner £ ger detta ingen kunskap om integralens exakta virde.

(c) Nedanstiende kalkyl ir korrekt:
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Falskt. Eftersom
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ar den givna integralen divergent. Den forsta steget i kalkylen dr ddrmed felaktigt.

En metallplatta beskrivs av den halva cirkelskiva i zy-planet dir 22 4 y? < 1 och y > 0. I en punkt pé plattan med koor-
dinaterna (x,y) ér densiteten y3 gram/areaenhet. Beriikna plattans massa. Anvinda primitiva funktioner skall hirledas, dvs
enbart hinvisning till formelsamling ricker inte. Ledning: Tink dig att du delar in omradet i tunna strimlor parallella med
z-axeln och sedan later strimlornas tjocklek ga mot 0.

En strimla med tjocklek Ay nira (0, y) kan approximeras med en rektangel med bredden 24/1 — y?2

och konstant densitet y®. En sadan rektangel har massan 2y31/1 — y2Ay. Vi kan dirmed approxi-
mera plattans massa med en Riemannsumma
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som enligt satsen om Riemannsummor konvergerar mot integralen
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da Ay gar mot 0. Plattans massa ges alltsa av denna integral, som vi beridknar med ett variabelbyte:
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Svar: Plattan viger 4/15 gram, varken mer eller mindre.



4. Kurvany = (w2 - 1)2, 1 <z < 2, samt intervallet 0 < z < 1 pa z-axeln roterar runt y-axeln och bildar di en 9 meter
djup basséng (vi antar att lingdenheten pa bada koordinataxlarna dr meter och att y-axeln pekar uppat).

(a) Bestim vattenvolymen da bassingen fylls till ett djup av y meter (0 < y < 9).
Vi anvinder “skivformeln”. En skiva pa hojden y = t har radien r, déir t = (r? — 1)2, ger
72 = 1+ +/t. Skivans area ir di 7(1 + /%) och den sokta volymen

/yw(1+x/i)dt=7r(y+§y3/2).

0

Svar: Volymen ir 7(y + 2y®/%/3) kubikmeter.

(b) Bassingen har ett avlopp i botten, och da detta 6ppnas rinner vattnet ut enligt Torricellis lag, dvs volymsminskningen
dr proportionell mot kvadratroten ur vattendjupet. Om basséingen fylls med vatten och avloppet 6ppnas toms basséngen
pa 1 timme. Man vill nu istillet fylla bassingen med vatten och sedan 6ppna avloppet samtidigt som vatten tillfors med
konstant hastighet. Hur snabbt skall man fylla pa vatten for att basséingen skall fortsitta att vara full utan att svimma
over?

Vi borjar med att studera den forsta situationen. Lat y(¢) vara vattendjupet i meter ¢ timmar
efter att avloppet oppnas. Med anvédndning av deluppgift (a) kan vi skriva Torricellis lag som

d 2
VO =g (u0+ 2 00°) = -kV/50,
dvs
' () (1+Vo®) = ~kVy(b).

Detta &r en separabel ekvation som kan 16sas enligt

1 k k
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/(\/g+)dy /Wdt, ger 2\/y+y=C 7rt

Det finns ingen anledning att 1sa ut y, istillet stoppar viiint = O ochy = 9, ger C =
24/9 + 9 = 15, och diirefter = 1 och y=0,gerk =Cnr = 157.
Vi 6vergar nu till den andra situationen. Om A kubikmeter vatten i timmen tillfors géller att

V(1) = —157/y(t) + A.

Vi vill avgora niir y(t) = 9 ir en losning. Insittning ger 0 = —157v/9 + A, dvs A = 457.
Svar: Man maste tillféra 457 kubikmeter vatten i timmen.

5. Metoden med integrerande faktor gir ut pa att multiplicera en forsta ordningens linjir ekvation med nigot som gor att vins-
terledet blir derivatan av en produkt. Nir finns en liknande metod for andra ordningens linjédra ekvationer? Dvs ange villkor
pé a och b som garanterar att ekvationen

y'(z) + a(2)y (z) + b(z)y(z) = 9(z)

kan multipliceras med en faktor s att vénsterledet blir en andraderivata av formen (y(z)c(x))”. Ge ett exempel pa en
differentialekvation som kan 16sas med metoden, och 15s slutligen denna. I ditt exempel far inte @ vara en konstant funktion.
Vi soker funktioner ¢ och d med

d(y" +ay’ +b) = (ey)" = ey’ +2¢y" + 'y,
vilket ger
d=c, ad = 2¢/, bd = .
De forsta tva ekvationerna ger a/2 = ¢’ /c, dvs ¢ = e’/ med A en primitiv funktion till a (egentligen
¢ = +e“/? men vi vill bara hitta en integrerande faktor). Insittning i den tredje ekvationen ger

2 2
wme = (e = (0 5) = (50 5)

Vi far alltsa villkoret
a  a?
b= —+ —.
2 + 4



Vara rikningar visar att om detta dr uppfyllt &r den givna ekvationen ekvivalent med
(yeA/z)// — geA/z.

For att ge ett exempel viljer jag a = x och g = 0, vilket ger b = 1/2 + 2% /4. Med A = z? /2 har vi
att ekvationen

1z
n !
+ +({ =+ — =0
Y Ty (2 4>y

ir ekvivalent med
(yez2/2)// -0

och ddrmed har allménna l6sningen y(z) = (Cz + D)e*wz/z.



