Matematik, Chalmers

Tentamen i Envariabelanalys del B for M1/TD1, 02-08-23
Losningar

1.

3.

Los differentialekvationen z2y’(z) = 2z y(z) + y(x)2, y(1) = 1; (a) genom att inféra funktionen 2(z) = y(z)/z2, (b)
genom att infora funktionen z(z) = 1/y(x).
For del (a) stoppar viin y = 2%z, y' = 2z2 + 222’ i ekvationen; ger efter forenkling

=2 & /%:/dx & —L=w+C.
22 z(x)

Stoppar viin z = 1, 2(1) = y(1)/1?2 = 1 farvi C = -2, ger z(z) = 1/(2 — ) och y(z) =
z?z(x) = 2%/(2 — x).
For del (b) stoppar viiny = 1/z,y' = —2z'/22, ger efter férenkling
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Hir har vi den integrerande faktorn e = 2. Ekvationen kan alltsa skrivas

(z%2)' = -1 & 2°2(z)=—-z+C.

Stoppar vi in z = 1 och 2(1) = 1/y(1) = 1 far vi C = 2, ger 2(z) = (2 — z)/2? och y(z) =
1/2(z) = 22/ (2 — ).

Svar: Ekvationen har 16sningen y(z) = 22/(2 — z).

(a) Berikna, for varje virde pa konstanten a, Taylorpolynomet av grad 4 i punkten z = 0 till funktionen f(z) = (1+x2)% —
x2e®. (b) For vilka virden pé a har £ ett lokalt minimum i 0?
Vi anvinder standardutvecklingarna

t2 + 2By (1),
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dir B; och Bj dr begriansade néra 0. Dessa ger
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5 zt + 2°Bs(z),

flz)=14+(a—1)2* —2° +
med Bj begrinsad nira 0. Enligt entydighetssatsen dr detta den sokta Taylorutvecklingen.
For del (b) skriver vi om f som

fl@)=1+2%((a 1) +2Bu(2)),

med By begrinsad nira 0. Om a > 1 &r parentesen positiv nira 0, sd att f(z) > 1 = f(0) for z nira
0, dvs 0 dr da ett lokalt minimum. Om a < 1 har vi pa samma sitt ett lokalt maximum. Om a = 1
skriver vi

flz)=1—-2%— %:1:‘1 +2°Bs3(z) =1 — 2% (1 4+ 2Bs(2)),

dir By foga oviintat betecknar en funktion som ir begrinsad nira 0. Aterigen ir parentesen positiv
for z nira 0, vilket medfor att f vixlar tecken i 0, dvs 0 édr varken lokalt max eller lokalt min.

Svar: Taylorutvecklingen ér f(z) = 1+ (a — 1)2® — 2° + @ z* + 25 B(x); funktionen har ett
lokalt minimum i 0 om och endast oma > 1.

En termitstack har formen av ett halvklot med radie 1 meter. Den vilar pd marken med den flata sidan nedat. Termitforskaren
Olle finner genom stickprov att antalet termiter i stacken framst beror pa avstandet till markplanet. Nérmare bestimt verkar
det som om det ¢ meter fran marken finns cirka 2 — 2 termiter per kubikcentimeter. Hjilp Olle beriikna det totala antalet
termiter i stacken!

Vi delar in stacken i vagrita skivor med hojden At. En skiva pa hojden ¢t meter frin marken har radien



v/1 — 2 och dirmed volymen (1 — #2) At m3. Den innehéller alltsa cirka 1087 (2 — ¢2)(1 — t2) At
(observera att 1 m® = 10® cm?®) termiter. Om vi later At g& mot O fir vi att totala antalet termiter ér
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Svar: (6710°) /5 eller cirka 3, 8 miljoner termiter.

. En bassing har formen av den yta som bildas d& kurvan y = z2 roterar kring y-axeln. Vi antar att lingdenheten pa koor-
dinataxlarna dr meter och att y-axeln pekar uppat. (a) Berdkna vattenvolymen da basséingen fylls till ett djup av ¢ meter. (b)
Man borjar fylla pa den tomma bassingen med den konstanta hastigheten 1 m3/h. P& grund av avdunstning stabiliserar sig
vattenvolymen pa 4 m3, dvs dé vattnets volym &r 4 m3 &r avdunstningen 1 m®/h. Vid vilken tidpunkt ir vattnets volym
2 m3? Vi antar att avdunstningen &r proportionell mot vattenytans area.
(a) Vi anvinder “skivformeln” for integration. En skiva pd hojden y = s har radien = /s och
alltsd arean w22 = ms. Volymen blir di
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(b) Lat V() beteckna vattenvolymen i kubikmeter efter ¢ timmar. Vi skriver V'(t) = Vii — V[,
ddr V) = 1. Avdunstningen V), dr proportionell mot vattenytans area, vilken enligt (a)-uppgiften &r
proportionell mot v/V. Man har alltsi differentialekvationen

Vi=1-CVV.

Vidare vet vi att CvV/V =1daV =4, ger C' = 1/2. Vi loser nu ekvationen:
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Vi stopparint = 0 och V = 0, ger C = 0. Vi stoppar sedanin V = 2, gert = —4+/2 — 8In(1 —
v2/2).

Svar: Den sokta volymen ér 72 /2, den sokta tidpunkten efter —41/2 — 8 In(1 — +/2/2) timmar eller
cirka 4 timmar och 10 minuter.

. Avgor om foljande pastdenden #r sanna eller falska. Ge kortfattade men tydliga motiveringar, om pastéendet &r falskt lampli-
gen i form av ett motexempel (a) Om funktionen f ir integrerbar s ir funktionen S(z) = fo f(t)dt deriverbar. (b) Om f
dr integrerbar och S(x) = [ f(t)dt dr deriverbar sd &r S’(z) = f(z).

Enligt analysens huvudsats ir bada pastaendena sanna om f dr kontinuerlig. Vi behover alltsa endast
intressera oss for fallet da f #r diskontinuerlig. Om man studerar vad som hénder for nagra enkla
diskontinuerliga funktioner hittar man med lite tur och/eller skicklighet motexempel till bada pasta-
endena.

For (a) kan vi till exempel vilja

f(o) = {0’ e

1, z>0.
D4 dr
0 <0
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z, x>0.

Denna funktion dr ej deriverbar fér z = 0 och vi har ett motexempel.
For (b) kan vi till exempel vilja
0, z#1,
flz) = {

17, z=1.

Dé dr S(z) = 0 for alla x och alltsd dven S’(x) = 0 for alla z. Eftersom S'(1) # f(1) har vi ett
motexempel.
Svar: Bada pastaendena ir falska.



