Lasarvisningar for Fourieranalys

Kursbokar Folland, Fourier analysisand its applications.Har skall innehalleti de olika kapitlen
diskuterasoch angesvilka avsnitt somar centralaoch vilka somkan lasasmer dversiktligt. Kapitel 1
borjar med en diskussionav fysikenspartielladifferentialekatiorer. Dettabor varabekantfran annat
sammanhangchkandarforlasaskursivt (galleravsnitt 1.1-1.2). Avsnitt 1.3 &r daremotytterstcentralt,
ty darpresenteragegrundlaggandprinciperndor variabelseparationsnuosien Detframgarattvi maste
kunnautvecklafunktioneri olika typerav serier Dettaar sedarettgenomgaendemai restenav boken.
Ett forstaexempelar utvecklingenav periodiskafunktioneri trigonometriskaFourierseriefKapitel 2).
Dettahar ju studeratgedantidigarei kursen’Linjar algebraoch analys”,och det mestaav innehallet
i avsnitt 2.1 bér darfor varavalbekant.Den komplexa versionen(2.2) ar kansle ny. Kontrolleradarfor
hur de tva formernapa Fourierserierkan dversattas varandra;sambandemellan koeficienternages
av (2.3) och (2.4). Besselsolikhet pa sid. 30 forutsattsbekantsedarntidigare, meni Kapitel 3 kommer
attframgaatt denéar ett specialéll av enallmannaresats.NoteraspecielltCorollary 2.1. Denviktigaste
satsen Kapitel 2 ar korvergenssatseifheorem2.1. For korvergensen kontinuitetspunktekan man
ge ett enklarebevis &ni boken. Dettaskall presenterabar. Forstett litet lemmardrandede komplexa
Fourierkoeflicienternac,, ochhur deberorpafunktionenf.

Lemma2.5.Latc, = cn(f) = o [™_f(0)e™™? do. Dagaller
(@) cu(af + Bg) = acy(f) + Bea(g), «, f konstanta.

® @) =5={y 70

©) cn(e®f) = cok(f), K heltal.
Bevis. (a) och(b) uppenbara(c):
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Bevisfor Theoem2.1i kontinuitetspunkie Antagatt f &rkontinuerligi 8y. Satt
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Funktioneng har sammakontinuitetsgenslape som f daé # 6, och vidare har g(8) héger och
vanstegransvarde i 6. Vi harnamligenenligt!’Hospitalsregel
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Alltsd ar g styckviskontinuerlig,ochenligt enfoljdsatstill Bessellikhet (Corollary 2.1) géller daatt
cn(g) = 0 dan — +oo. Vi skriver

£(0) = f(6) + €”g(0) — e g(6).
Enligt Lemma2.5&r

cn(f) = f(Bo)en(l) + cn(eieg) - ewocn(g) = f(00)dno + cn-1(g) — ewocn(g)-



Medd,, = c,_1(g)e™ farvi for Fourierserienslelsummol punktend,
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Menenligtovanharvi att
|dn| = |Cn—1(g)| — 0dan — +oo.

Alltsa gallerattd_y — 0 ochdy 1 — 0 dAN — oo, dvs.
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| avsnitt2.3studeras forstahandsatsern&.2—2.4om hur FourierseriederiverasochintegrerasLas
i avsnitt 2.4 om Fouriercosinusech Fouriersinusserieerhallnagenomjamn resp.uddautvidgning.For
allménnaintenall ar de relevantaformlerna(2.20)—(2.24) ' Theseformulasare probablyworth memo-
rizing”, for att citerafran sid. 43. | avsnitt 2.5 tastradenfran Kapitel 1 upp och diskuteradésningeni
nagratypiskafall. Dettakanlasaskursivt.

Vi vill nufortsattamedFouriertransformer Kapitel 7, mendessférinnamehdvsvissgrundlaggande
terminologifran borjanpaKapitel 3. Avsnitten3.1 och 3.2 innehalleringet sominte redanar kantfran
Linjar algebra.Darfor bor det rickameden snabbgenomlésningor att fastlaggadefinitionerochter
minologi. Det centraladr definitionenav skalarprodukeller inre produkti (3.3) och (3.4). Obserera
varningennagraraderlangreupp rorandevilken faktor somkonjugerasBegrunda’lmportantRemark”
pasid. 65. Studerabegreppetkorvergensi norm pasid. 72 och begreppetL?(a, b) pasid. 74. Vi skall
dock inte fordjupaossi Lebesgueinigrerbarafunktionersegenskaperi de flestasammanhangacler
detatt tankapa styckviskontinuerligafunktioner Satserom domineradkonvergenspasid. 83 ar dock
nyttig.

| Kapitel 7 kan detvarabra att forst lasaigenominledningenpa sid. 204-205.Ga dareftertill av-
snitt 7.2 och las om Fouriertransformensefinition och grundlaggandegenskapejamte nagraviktiga
exempelpasid. 213-216.1 anslutningtill Theorem7.5(d) kan manlasaom faltning pa sid. 206—-207.
Inversionssatsefinnsi olika varianter;vi skall studerasatserpasid. 218 (medbevis) och Theorem?7.6
(utanbevis). For aterstoderv 7.2racker detattkonstateratt Fouriertransformerkanutstrackasill L2,
varvid degrundlaggandegenskapernédrblir giltiga. Nu tillk ommerocksaPlancherelsats .| avsnitt 7.3
lasesom hur Fouriertransforimkan arvandasfor att |6sa partielladifferentialekatione. Tillampningar
pasignalanalysinnsredanbehandlade "Tillampningarav komplex analysoch Fourieranalys”Déar ges
awven ett alternatvt bevis till samplingsteoremelL&s definitionenav Fouriercosinus-och Fouriersinus-
transformenpa sid. 238 medtillhdrandeinversionsformler (7.28).Lasi avsnitt 7.6 om dendiskreta
Fouriertransformernipklusive snabbFouriertransform(FFT) for numeriskaberakningar

Den allmannateorin for ortogonalsysten avsnitten3.3 och 3.4 kan medférdel utgafran projek-
tionssatsersddandenar kandfran Linjér algebra(jfr Corollary 2.1, sid. 85): L&t {¢,} >, varazaraen
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ortonormalmangdt.ex. i PC(a, b) eller L?(a, b)), ochlatU varaunderrummegenereragv o1, ..., pn.
Forgodtyckligtf gallerattdenbastaapproximationerv f medenfunktioni U ar f = Zfl\’:l(f, ©n)Pn-
Detgélleratt f — f arortogonalmotU, och
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Formel (x) bevisasmedenupprepadarvandningav Pythagorasats.Ur (x) foljer sedandirekt dels
Besselwlikhet, delsekvivalensermellan(b) och (c) i Theorem3.4. Det &r barafor implikationen(a)
= (b) i Theorem3.4 sommanbehder utnyttja fullstandigheternos L?(a, b). Narmarebestambehovs
Lemma3.2somgaranteraatt} "o, ( f, ¢n )¢y alltid korvergerari L?(a, b). TheorenB.5gesutanbevis.

| avsnitt 3.5 gar vi direkt pa definitionenav ett regulart Sturm-Liouville-problemmed separerade
randvillkor. Vi bevisarsedarTheorem3.9 medhjalp av derelevantakalkylernapasid. 87—88.Theorem
3.10formuleras.

Kapitel 4 ar centralt. Har anvéandsden tidigare teorin for att |6sa diverserandvardesproblerfir
partielladifferentialekatiorer. Lasnogaavsnitt 4.1, sompresenteranagraarvandbarametoderfor att
hanteracke-homogengroblem.

Vid variabelseparationcylinderkoordinatererhallesofta BesselfunktionemDessastuderas Kapitel
5. Dar garvi igenominledningenoch avsnitten5.1, 5.2, 5.4 (inget bevis for Lemma5.3) och tillamp-
ningarna avsnitt5.5. Kort orienteringom funktionernal,, och K, i avsnitt5.6.

Bland de viktigaste exemplenpa ortogonalafunktionssystenmaérks ortogonalapolynom. Vi skall
sarskiltstuderalLegendre-,Hermite- och Laguerrepolynomyilka ar av betydelsevid |6sandetav vis-
sapartielladifferentialekatiorer (Laplacesekvation och Schrodingerekationer). Dessapolynom har
mangagemensammagenskaperde definierasav enRodriguesformel, de ar lésningartill ett egervar
desproblenav Sturm-Liouville-typ,de satisfieraenandraordningenglifferensekation (eller rekurren-
sekwation), detfinns engenererandéunktion. | Kapitel 6 ingarinledningenav avsnitt 6.1, ochi avsnitt
6.2ingar Theorem6.1, Theorem6.2 och Theorem6.5 (utanbevis). | avsnitt 6.3 genomforsvariabelse-
parationi sfariskakoordinaterledandetill (6.17), meni fortsattningenbehandlasnestfalletm = 0
(p-oberoendédsning; obsereraatt Folland anvanderd i stalletfor ¢ ochtvartom),vilket ledertill en
I6sningsansatav formen

u(r,0) = Z(AHT” + B,r ") P, (cos 9).

n=0

Kort orienteringom klotytfunktionernay,,,, . Ett urval satselom Hermite-och LaguerrepolynomTheo-
rem6.11,6.13och6.15(bevis for ortogonalitetochnorm).

| Kapitel 9 studeraglistrikutioner (eller generaliserad&inktioner)och motiverasmangaav de for-
mella kalkyler vi gjort i tidigare avsnitt. Vi begréansarosstill introduktioneni avsnitt 9.1 och litet om
svagkornvergens(Theorem9.3 ochimpulstagi avsnitt9.3).



