
Övningsexempeli Fourieranalys

1. Funktionen
�������

är 2-periodisk,och
�������	�
����������

för � ������� . Utveckla�������
i komplex trigonometriskFourierserie.Sök en2-periodisklösningtill ekvatio-

nen ����� � � ��� � � �����������
2. Funktionen

���� ��
är 3-periodisk,och

���� ��!� "###$ ###%
 

för &('  ' *)
för

	�+ ,� � )- �  för
� '  ' - �

Besẗam, i form av entrigonometriskFourierserie,enperiodisklösningtill differen-
tialekvationen �.� � � -*� �/���� ��0�

3. Utvecklafunktionen 13254 � i sinusseriepå intervallet
� & )*6 � � . Användresultatetför att

ber̈akna 789;:=< > ���? > � � @� �
�

4. Låt
���� ��A�B �  � för C  C.'  ochlåt

�
vara2-periodisk.Besẗamenbegränsadlösning

till "$ %�D�ED  � D
� ED � � ) �GF & ) �IH �J K� H )

E � & )L ��A������ ���) �IH �� M� H �
5. LösLaplacesekvation N E � EPOLO �RQTS < EPO �JQTS � EPUVU � & i cirkelringen

W�XQY� �
(polärakoordinater)med randvillkoren E �Z*)L[5�\� & ) E � � )L[5���]����[5�

, där
����[5�

är��^
-periodisk,och ����[5�!�B � [ �^ � för C [ C�' ^ �

6. Fouriertransformera

a)
 �� � �J_ � � � , b)

�� � �J_ � � � , c)
 �� � �X@���� � � �  `�+a*� ,

d) b S`c�d eZd 4Lfhgji  k�l_mF & ) i F & � .
7. Funktionen

���� ��
harFouriertransformenn���poM�A� q<Zr q.s . Ber̈akna

a) t
7
S 7  ����� ���u* , b)

� � � & � .
8. Funktionen

���� ��
harFouriertransformen

 �wv oM� v o 4�fhg oo . Ber̈akna t
7
S 7 C ���� �� C � u5 .

9. Ber̈akna t
7
S 7 4Lfxg ��=��� � ���� u5� medhjälpav Fouriertransform.
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10. Funktionen
���� ��

harFouriertransformen
C o C y �X . Ber̈akna t

7
S 7 C ��z{� � C � u* , där

z
betyderfaltning.

11. AngeFouriertransformentill funktionen���� ��!� t �| } oM�~o b@� q e u;o��
Ber̈aknaa) t

7
S 7 ���� �� 1�2T4  Zu5 , b) t

7
S 7 C ���� �� C � u* .

12. Låt
���� ��A� t <| } o b q�� 1�2T4 oA Zu*o . Ber̈akna t

7
S 7 C � � �� �� C � u* .

13. Besẗamenlösningtill ekvationen

E � �� ���� � E �� ���� b S � e t eS 7 b �L� E �����Zu5�������� ��0�
14. Lösintegralekvationen

t
7
| b S � E �� � ����u*� � t |S 7 b � E �� � ���Zu5��� } - E �� �� ��b S=d eZd �

15. Besẗamenlösningtill ekvationen

E �� ���� t eS 7 b � S�e E �����Zu5��� b S � d eZd �
16. För ett linj ärt, tidsinvariantsystemgälleratt insignalen

M�~ � gerupphov till utsig-

nalen
 ��?I�R � � � . Ber̈aknaimpulssvaret,svaretpå 1�2T4 oA . Är systemetkausalt,sta-

bilt?

17. Ett linj ärt, tidsinvariantsystemhar impulssvaret � �� ���� b S���e � . Låt
� �� ��

varasvaret

på insignalenb S�e � . Ber̈akna t
7
S 7 b � e � �� �� � �� ���u* .

18. För ett linj ärt, tidsinvariantsystemgälleratt insignalen
?I�~ � gerupphov till utsig-

nalen b S � e � . Ber̈aknautsignalen(i form av enkomplex Fourierserie),då insignalen
är impulst̊aget 789;: S 7�� � ���� � � > � � ���� � � > � ������

19. Låt
��� > � vara � -periodisk,och��� > �!�

"$ % *) då &(' > 'X�W� 5)& ) då ��' > '��
� 5�
Ber̈aknadendiskretaFouriertransformenochanvändParsevalsformelför attber̈akna� S <8��:�<  ��1�2T4 � 6;�;�� ��1�254 � 6;�� �
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20. BesẗamdendiskretaFouriertransformentill signalen(sekvensen)
��� > �M� 4Lfxg >

^� ) > �& )3���3�P) ��� *)L��� > � � -periodisk.

21. Visa att funktionerna � 9 �����G� 4Lfxgm��^ � b � 9 � är parvis ortogonalai � � ����� . Besẗam

talen   9 såatt

t
7
S 7¢¡¡¡ M�R� � � �89;: S �   9 � 9 ����� ¡¡¡ � u5�

minimeras.

22. Besẗamdenlösning
� �����

till
� � � � � � & somminimerar t <S < � M�R� � � ������� � u*� .

23. Besẗamsamtligaegenvärdenochegenfunktionertill Sturm-Liouville-problemet"$ % � � � �+£��\� & ) & �J�¤��_�)��� & � � � � � & �A� & )¥����_���� � � � ��_��A� & �
24. Besẗamsamtligaegenvärdenochegenfunktionertill Sturm-Liouville-problemet"$ % ��b S�� � uu5�(¦ b � � u Eu*�K§ �¨£ E ) & ���G�¨5)

E � & �A� & ) E � �Z@�!� & �
Utvecklafunktionenb S � � i Fourierseriem.a.p.egenfunktionerna.

25. Lösproblemet "####$ ####% D
� ED � � � D

� ED � � � � ) & ���G� � ) & � � �¨5)
E ����) & �A� & ) E ����)3@�A� & )E � & ) � �A� � � � y ) E � � ) � �A� & �

26. Lösproblemet "###$ ###% }
M�R D � ED � � � D�ED  ) & �+�¤�/5)© MF & )

E � & )� ��ª��*) E �Z5)� ��A� & )E ����) & �A�« � � � �
27. Lösproblemet "###$ ###% E

� ���� � E � �¬�¬ � � & E � & ) & �+��/*) & � � ��*)
E � & ) � �ª� E ��*) � �ª� & )E ����) & �A� & ) E ����)���A�X� � � ���

28. Lösproblemet "###$ ###% D�ED  � D
� ED � � �X 4Lfhg ��) & ���G�¨5)� MF & )

E � & )� ��ª� E ��*)� ��A� & )E � � ) & ��� 4Lfxg ��^ ���
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29. Lösproblemet "######$ ######%
D�ED  � � D

� ED � � ) & �+�G��*)� KF & )
E � & )L ��A�� ��X5)E ��*)L ��A� & )E ����) & �A�� � ���

30. LösLaplacesekvation N E � & i omr̊adet & ��[� ^ ? )`Y��Q\� � , (polärakoordi-

nateri planet)medrandvillkoren"$ % E � & för
Q	�B*) E �O � & för

Q®� � )
E � & för

[®� & ) E �XQ �  för
[ ^ ? �

31. Utvecklafunktionen4Lfhg � � 4Lfhg ��� i trigonometriskFourierserie(reell form).

32. Ett cirkulärt membranmedradie
_

påverkasav enperiodiskyttre kraft ¯�4Lfxg oA lik-
formigt fördeladöver membranet.För de transversellasvängningarnahar vi alltså
ekvationen

N E �   � D � ED  � � � ¯° 4Lfxg oA 0) E C O : c � & �
Besẗam den station̈ara svängningsr̈orelsen(dvs. en lösningav formen E ��Q�)� ����± ��Q�� 4�fhg oA ). Vilka är resonans(vinkel)frekvenserna?

33. LösvärmeledningsekvationenE �e � N E�²¨³ � E i encylindermedradieni . Ändytorna
är isolerade,medanmantelytan

QY� i (cylinderkoordinater)lyder avsvalningslagenE � � E �O � & . Begynnelsetemperaturenär
Q � ��� � � � �

.

34. a)Besẗamenbegränsadlösningav formen E ��Q�)L ��A� ± ��Q;� b � q e till ekvationen"$ % D � ED  � �
Q DD Q ¦ Q D�ED Q § � >

�Q � E ) & �+QW��_�)
E �l_�)L ��A� b � q e�)

där >w´ & är ett heltal.För vilka värdenpå
o�F & finnsensådanlösning?

b) Låt
o

varasådantatt lösningeni a) existerar. Visa hur denkan användasför att
lösa "###$ ###% D � ED  � �

Q DD Q ¦ Q D�ED QAµ � >
�Q � E ) & �+QW��_�)� MF & )

E �l_�)L ��A� 4Lfxg oA 0) E begränsad
)

E ��Q�) & �ª� & ) E e ��Q�) & �A� & �
Evenutelltförekommandeintegralerbeḧover inte ber̈aknas.

35. LösLaplacesekvation ³ � E � & i cylindern
�~�·¶ � � � � � �B¸¹) & �Bº¤� � , dåE � & för

º»� & och
ºW� � , och E � 4Lfxg 6*¼½ �� �¾13254 6*¼½ � för

Q	��¸
.

36. Besẗamdetpolynom ¿ ����� av högstandragradensomgör integralent
7
| � } � �¾¿ ������� � b S � u5� då liten sommöjligt.
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37. Besẗamdetplynom ¿ ���P� av högstandragradensomgör integralent
7
S 7 � � � ��¿ ���P�À� � b S � ��Á � u*� så liten sommöjligt.

38. Besẗamdetplynom ¿ ���P� av högstandragradensomgör integralent
7
| � b � Á � ��¿ ������� � � b S � u5� så liten sommöjligt.

39. Besẗamdetpolynomav formen ¿ ���P�A�X� y �R_T� � � i �¹�   fö r vilkett <| � ¿ �����À� � u*� är så litet sommöjligt.

40. Visaatt t <| � ¿ �LÂ ���P�Zu5�\� -®Ã -.Ä;�Å �X�Æ .

41. Ber̈akna,t.ex. medhjälp av genererandefunktionen, Ç �9 � & � , där Ç 9 är Hermites
polynom.

42. Visaföljandeformel för (degeneraliserade)Laguerrepolynomen�KÈ9 ���P� :uu5� � È9;r�< �����!� ��� È r�<9 �������
(Ledning:Användgenererandefunktionen.)

43. Lös Laplacesekvation N E � & i omr̊adet
� � � � � �/º � �·¸ �

medrandvillkoretE ��º���� � � � � � då
� � � � � �Jº � ��¸ �

.

44. LösLaplacesekvation N E � & i området& ��_Y�+Q(� i (sfäriskakoordinater)med
randvillkoren "$ % E ��M� 13254 [�) då

Q	�/_�)
E � 1�2T4 � [©) då

Q	� i �
45. Sök enbegränsadlösningtill"$ % E e � � E ��� ) �IH ���G� H )© KF & )

E ����) & �A�É�Z � � � � � b S � � ) �IH ���G� H �
46. Lösproblemet "###$ ###% E

� ���� � E � �¬�¬ �X��) & ���G�¨5) �IH � � � H )
E �� � & ) � �ª� & )E ��*) � �A� � b S�d ¬ dÊ�

47. Låt
�

tillh öra � � ����� ochsök enlösningtill"#$ #% D � ED � � � D
� ED � � � & ) �IH �+�¤� H ) & � � ��_�)

E ����) & �A� & ) E ����)�_��!���������0�
Visaatt t

7
S 7 C E ����) � � C � u5� ' t

7
S 7 C ������� C � u*���

5



48. Besẗamenperiodisklösningtill ekvationen
� � � � � � � � �¨� � �� �� , där

���� ��!� "$ % & för & �+ ' *) �  för
	�+ ,� � )

och
�

är periodiskmedperiod2. (Med
� � �� ��

avsesdistributionsderivatan.)

49. Omfunktionen
�

gälleratt

���� ��A� "$ % �  för & �+ K�¨5)
för

Ë�+ K� - )
ochatt

���� ��
är 3-periodisk.Besẗam

� � �� ��
(distributionsderivatan)ochutveckla

� � �� ��
i komplex triogonometriskFourierserie. Använd resultatetför att ber̈aknaFouri-
erserieutvecklingenav

���� ��
.

Svar

1.
�������A� ?- � �^ �

789*: S 79�Ì: |
� � �� 9 ��M� v > ^ �> � b � 9 � ) � � � ? - � �^ �

789;: S 79�Ì: |
� � @� 9 S < ��M� v > ^ �> � � � > � ^ � � v > ^ ���� b �

9 �
2.
� �� ��A� �Í �

789;:�< - �� ��1�2T4 � 9;6y �^ � > � � - � � Î > � ^ � � 13254
� > ^  -

3. 1�254 ���ÐÏ^
789;:�< >? > � �  4�fhg

� > � � & �+�¤� ^ � � . Summanblir
^ �Ñ ? .

4. E ����)� ��A� �- �
789;:�< ?�� � �� 9 S <> � ^ � b S } Ò3Ó� � 13254 � > ^  ��Ô >

^� ���P�
5.

���Õ g � Õ g Qj� �^ �
789*: S 79�Ì: |

� � �� 9TÖ
> � � � 9 � � S 9 �

��Q 9 � Q S 9 � b � 9 U
6. a) � v ^� _ o b S`c�d q d b)

^� _ y �ZM�J_ C o C � b SPc�d q d
c)
^ & b S=d q d �Z � � vZ×3Ø > oM� �

^ & b S � d q d b � q ¦ - � � � v�×3Ø > o §
d) � ? v _ i o��o � � � i o¤�R_ � � i � �3�po � � � i o�J_ � � i � �

7. a) v b)
v� } �
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8.
�

9.
^ �Z ��b S < �

10.
Í;^

11. n����oM�A� �;^ } oM�~o för & �Jo�� � , 0 för övrigt. a)
^ � , b)

��^ ¦ Õ g - � �- §
12.

^ Ï � b � �X@�
13.

[��� �� b S � e 1�2T4  
14. E �� ��A� � b S�e ÁVÙ y [��� ���� � b Ù y e �� � [��� ��L�
15.

-? b S � d eZd �  b S � e [��� ��
16. � �� ��A� �;^  ��K�R � � ��Ú ���� ��!� 13254 oA ger

� �� ��A� o ? b S�d q d 4�fhg oA ; ej kausalt,stabilt.

17.
^� } Ñ b S�Û Á

ÎLÜ
18. Ô �^

789;: S 7ÞÝ  � � � � �� 9Tß b S 9 � 6 �VÁ�à r � d 9 d 6 b � 9;6 e
19. summanblir � � �
��� � .
20. á ��â��A� � S <89*: | �=� > � b S � 6 � ��9 Á � � 4Lfxg 6�13254 � ��6� �¾13254 6�
21.   9 � "$ % ^ � b Ö� ��b S Ö� �VS=d 9 d för >+ã� &��^ �� �¾b S Ö� � för > � &
22.

� 4Lfxg�ä <�M4�fhg©ä � �� 1�2T4�ä �¹� � b S <<�A4Lfxg�ä � �  4Lfhg©ä �
23. Egenvärden:

£ � �¨å �� , där
å � är depositiva rötternatill ekvationenæ�ç;g å©_¹� yVè� è � S <

24.
£ < ��Q �jé �< , där é < ärdenpositivarotentill ekv. æ�ç*g©äjé � é � Ú E < ���P�!� b S � � 4Lfxg�äjé < �£ 9 �ê?Y� é �9 , där é 9 ) > � � ) - )��3�3�

, är de positiva rötternatill ekv. æ�ç*gKé �é � Ú E 9 �����!� b S � � 4�fhgjé 9 �b S � � �
789;:�< � } £ � � } £ 9 � � � � @� 9 �é 9 �l£ 9 � � � E 9 ���P�

25. E ����) � �A� Ñ � � y � � ��� �^ y
789;:�< � � @� 9 S <
> y 4�fhg©ä � > ^

� 4Lfxg©ä > ^ �»�~ë 4Lfhg©ä > ^ � � � ���L� 4Lfxg > ^`�
26. E ����)� ��A�� � �¹�ìÏ^ y

78�0: | � � � ���� y b S �í*î � ��r�<Zï � 6 �3ð î <�r e ï í�ñ � S <Àò 4�fhg � � � �X@� ^ �
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27. E ����) � �A� � Ï^ y 4�fhg ^ � 4Lfhg � } � &Ë� ^ � � �4Lfxg } � &�� ^ � �
� Ï^ y

78��:�< � � � ���� y 4Lfhg � � � ���� ^ � 4Lfxg�ä � ¶ � � � �X@� � ^ � � � & � �4�fhg©ä ¶ � � � ���� � ^ � � � &
28. E ����)� ��A� b S�� 6 � e 4Lfxg ��^ �`� ��^ 4Lfxg 

789*:�< � � �� 9 S < >> � ^ � � 
Ý  
> � ^ � �


> � ^ �

�� ��b S 9 � 6 � e � ß 4�fhg > ^ �
29.

E ����)� ��ó� �� �������� � �P���
789;:�< 
> y ^ y

� b S � 9 � 6 � e � @� 4�fhg > ^ ���� �� �������� � �P��� � �? � � Ñ � � y � �
789;:�< 
> y ^ y b

S � 9 � 6 � e 4Lfhg > ^ �
30. E ��Q�)�[5�A�

789;: | � � � > � <� � 6ô õ � � � �� 9 � ��� > �¢<� � ^ � � > �ö<� � � �W6ô õ � � � ����
4Lfxg©ä � > � <� � 6 Uô õ �4Lfhg©ä � > �ö<� �w6 �� ô õ � 4Lfhg

� > �
� � ^	Õ g QÕ g �

31. 4�fhg � � 4Lfhg ���!� �
78�0: |�÷ � ��r�< � � � 4Lfhg � � � ����Z�

32.
¯�  �°=o � Ã�÷ |Pø q Où µ÷ | ¦ q cù § �  Æ 4Lfxg oA 

res.frekv. är
 _=ú |3û 9 , där ú |3û 9 ) > �«5) � )3�3��� , är ÷ | :spositivanollsẗallen.

33. E ��Q�)� ��A�
78��:�< Ï i � � � � �Þü� � ú � � � � i �ú � � ��? ú � � � i � � ÷ | � ú � � b S îLý�þÿ ï � e ÷ | ¦ ú �

Qi § , där ú � ärdepos.r̈otternatill

÷ | � ú ��� � i ú ÷ �| � ú �!� & .
34. a. ± ��Q;�M� ÷ 9 ��oAQ;�÷ 9 �po!_�� om ÷ 9 ��o!_�� ã� & .

b. E ��Q�)L ��A� ÷ 9 �poAQ;�÷ 9 ��o!_�� 4�fhg oA L�
78�0:�< _ � 4Lfhg ú �  _ ÷ � ¦ ú � Q_ § , där ú � ärdepositivanollsẗallena

till ÷ 9 ����� , och_ � � � � o_ ú � � ÷ 9;r�< � ú � �À� � ÷ 9 �po!_�� t
c| ÷ 9 �poAQ;� ÷ 9 ¦ ú � Q_
µ Q�u*Q Ã � � o!_�po � _ � � ú � � � ÷ 9;r�< � ú � � Æ

35. E ��Q�)Lº.����� | ��6 O½ �
� | �36��½ � 4�fhg ^ º� � � � | � � 6 O½ �� | � � 6��½ � 4Lfxg �;^ º�

36. } ^ Ñ � - � Ñ � � � � � �
37.

- � � � � �� � �
38.

ÏÏ  ��� � �� � �
39.

� y � - � � � � - a � � � &
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41. Ç �� � � & �A� & ) Ç �� �0r=< � & �A� � � � @� � � �0r�<�ï����� ) � � & )3*)��3���
43. E � �a ¸ � ºI� -a ��� � � � � �Jº � �Zº � º y
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