10.

11.

Ovningsexempel i Fourieranalys

Funktionen f(z) &r 2-periodisk, och f(z) = (z + 1) for -1 < z < 1. Utveckla f(z) i komplex
trigonometrisk Fourierserie. S6k en 2-periodisk 16sning till ekvationen

2" —y —y = f(2).

Funktionen f(¢) ar 3-periodisk, och
t for 0<t<1,
fA)=4 1 for 1<t<2,
3—t for 2<t<3.
Bestam, i form av en trigonometrisk Fourierserie, en periodisk 16sning till differentialekvationen
y"' +3y = f(t).
Utveckla funktionen cos z i sinusserie pd intervallet (0, 7). Anvénd resultatet for att berakna
2 _ 2"
= (4n* —1)
Lat f(t) = 1 — ¢ for |[t| < 1 och Iat f vara 2-periodisk. Bestam en begréansad losning till
6—“ = @ z>0,—00<t<
ot 0z’ ’ ’
u(0,t) = f(t), —oo <t < 0.
L6s Laplaces ekvation Ay = u,. +ru, +72ugg = 0 cirkelringen 1 < r < 2 (polara koordinater) med
randvillkoren u(1,0) = 0,u(2,6) = f(6), d&r f(6) &r 2x-periodisk, och
6% .
fO=1- = for (0] <.
Fouriertransformera
t 1 t
a) b) c)

(t? + a2)?’ (t? + a?)?’
d)e~%tsinbt (a > 0,b> 0).

B2+1)t2+2t+5)

Funktionen f(t) har Fouriertransformen f(w) = T Berdkna

2) /jo tf(@®)dt, b) £(0).

oo

. . 1 — 1w si
Funktionen f(t) har Fouriertransformen T z:) SIZM. Berékna/ |£(t)|%dt.

—00

. > sinz .
Berdkna ——————dx med hjdalp av Fouriertransform.
o Z(x2+1)

. . 1 *° .
Funktionen f(t) har Fouriertransformen W Berakna/ |f = f'|dt, dar * betyder faltning.

Ange Fouriertransformen till functionen

2
— \/E iwt
@) = T+ e dw.

Berakna a) / " i) costdt, b / ZF) 2



o

12. L&t f(t) / Vwe” coswtdw. Berakna/ |/ ()]?dt.

o0

13. Bestédm en l6sning till ekvationen
t
W (1) + 2u(t) + 2 / 2 u(r)dr = 5(t).
14. Los integralekvationen
e} 0
/ e Tu(t —T)dr — / e"u(t — 7)dr = V3u(t) — e .
0

15. Bestédm en l6sning till ekvationen

1 t
16. For ett linjart, tidsinvariant system galler att insignalen ——— ger upphov till utsignalen ——— . Berédkna
] Yy g g 112 gerupp g A+ 2)2

impulssvaret, svaret pa cos wt. Ar systemet kausalt, stabilt?

17. Ett linjart, tidsinvariant system har impulssvaret h(t) = e~4". L&t y(¢) vara svaret p insignalen et
oo
Berakna / et h(t)y(t)dt.

18. For ett linjért, tidsinvariant system géller att insignalen iTe ger upphov till utsignalen e~2". Berikna
utsignalen (i form av en komplex Fourierserie), da insignalen &r impulstaget

o0

> [26(t—2n) = 6(t — 2n - 1)].

19. Lat z(n) vara N-periodisk, och

1, dd 0<n<k-1,
z(n) =
0, dd k<n<N-1.

Berakna den diskreta Fouriertransformen och anvand Parsevals formel for att berakna

2ﬂpk

1 —cos
jz: 2wp .

— COS —y

20. Bestam den diskreta Fouriertransformen till signalen (sekvensen) z(n) = sin n—ﬂ,

N n=0,...,N—1,2(n)
N-periodisk.

i . sinf . . . ; 2
21. Visa att funktionerna p,, (z) = —2 €™ &r parvis ortogonala i 2(R)). Bestdm talen c,, sé att
™
N ‘2

/; ‘1—}—#.1'2_ Z cnpn(z)| dx

n=—N

minimeras.

1
22. Bestdm den l&sning y(z) till y" — y = 0 som minimerar / 1+ —y(z)]de.
—1
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25.

26.
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28.

29.

30.

3L

Bestam samtliga egenvérden och egenfunktioner till Sturm-Liouville-problemet

T+ Af=0, 0<z<a,
f(0)—f(0)=0, f(a)+2f'(a)=0.

Bestdm samtliga egenvérden och egenfunktioner till Sturm-Liouville-problemet

d du
_p—4z 4z —
{ e dx<e da:) Au, O0<z<l,

u(0) =0, u'(1) =0.

Utveckla funktionen e 2% i Fourierserie m.a.p. egenfunktionerna.

Los problemet

o*u  O*u

= 2 1
o2 Top =Y 0<z<2,0<y<l,
u(z,0) =0, u(z,1) =0,

u(0,y) =y —y%, u(2,y)=0.

Los problemet

o?u  Ou
l+t—=——, 0 1,t>0
+ 922 ot <z <L, t>0,
u(0,t) =1, u(1,t) =0,
u(z,0) =1 — 2.

Lds problemet
ul, +ul, +20u=0, 0<z<1,0<y<]l,

u(0,y) = u(l,y) =0,

u(z,0) =0, u(z,1) = 2% — 7.
Los problemet
2
%—%:tsinx, 0<z<1,t>0,

u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = sin 27z.
Los problemet
ou 0%u

ot "oz
u(0,t) =t +1,

u(l,t) =0,
u(z,0) =1—2.

0<z<1,t>0,

L6s Laplaces ekvation Au = 0 i omradet 0 < 6 < %, 1 < r < 2, (poléra koordinater i planet) med

randvillkoren
{ u=0forr=1, u. =0forr=2,

u=0fére =0, u:r—lfdr0§.

Utveckla funktionen sin(2 sin z) i trigonometrisk Fourierserie (reell form).
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33.
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40.

41,
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43.

Ett cirkulart membran med radie a paverkas av en periodisk yttre kraft g sin wt likformigt fordelad Gver
membranet. FOr de transversella svangningarna har vi alltsa ekvationen

1 0%u q .
~ 2 =% sinwt, ulp—q=0.
Bestdm den stationdra svangningsrorelsen (dvs. en I6sning av formen u(r,t) = v(r)sinwt). Vilka &r
resonans(vinkel)frekvenserna?

Au

Los varmeledningsekvationen u} = Au = V2u i en cylinder med radien b. Andytorna ar isolerade, medan
mantelytan » = b (cylinderkoordinater) lyder avsvalningslagen u + 2u!. = 0. Begynnelsetemperaturen &r

a) Bestam en begréansad 16sning av formen u(r,t) = v(r)e®? till ekvationen

a2 ror\ or 2 TS
u(a, t) = eiwt’

darn > 0 &r ett heltal. For vilka varden pa w > 0 finns en sadan 6sning?
b) Lat w vara sadant att lésningen i a) existerar. Visa hur den kan anvandas for att 16sa

u 10/ 0u, n?
W:;E(TE)—EU, 0<T<a,t>0,
u(a,t) = sinwt, u begréansad,
u(r,0) =0, ug(r,0) = 0.

Evenutellt forekommande integraler behdver inte beraknas.

Los Laplaces ekvation V2u = 0 i cylindern f = /22 +942 < R, 0 < 2z < L,ddu = 0 foér 2 = 0 och
z = L,ochu = sin 72 (1 — cos %) for r = R.

Bestdm det polynom P(x) av higst andra graden som gor integralen
/ [V — P(x)]?e~*dz dé liten som mojligt.
0

Bestdm det plynom P(z) av hogst andra graden som gor integralen

[z* — P(x)]2e " /da s& liten som mojligt.

Bestdm det plynom P(z) av hdgst andra graden som gor integralen
/ [e?/* — P(x)]?ze*dz 54 liten som mojligt.
0

Bestdm det polynom av formen P(z) = 23 + az? + bx + ¢ fo r vilket
/OI[P(m)]Zd:c 4r sa litet som mojligt.
Visa att /1 Py, (2)dx = 1( 3/2 )
0 3\m+1
Berékna, t.ex. med hjalp av genererande funktionen, H,,(0), dar H,, & Hermites polynom.
Visa foljande formel for (de generaliserade) Laguerrepolynomen L (z):

d a a
%Ln—i-l ("I‘.) = _Ln+1 (.’II)

(Ledning: Anvand genererande funktionen.)

Los Laplaces ekvation Au = 0 i omradet 22 + y? + 22 < R? med randvillkoret u = z(z? + y?) da
z? +y* +2* = R
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45,
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47.

48.

49.
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51.

52.

Los Laplaces ekvation Au = 0 i omradet 0 < a < r < b (sfériska koordinater! ) med randvillkoren
u
u

up = kgg, —o<z<o00,t>0,

1+4+cosf, dar=a,
cos 26, dar =b.

Sok en begransad 16sning till

w(z,0) = (1 —222)e~®", —o0 <z < o0.

L6s problemet
u, +uy, =z, 0<z<1,—o00<y< oo,
u, (0,y) =0,
u(1,y) = ye~

Lat £ tillnéra L2(R.) och sok en losning till

@ + 62—u =0, - <z < O<y<
81’2 6y2 - ) o z OO, y a)
U(JE,O) = Oa u(maa) = f(il))
Visa att ~ o
[ P < [ 1i@Pd.

Bestdm en periodisk losning till ekvationen y” — y' + y = f'(t), dar

0 for 0<t<1,
t—1 for 1<t<2,

ft) =

och f ar periodisk med period 2. (Med f'(t) avses distributionsderivatan.)

Om funktionen f géller att

ft) =

-1 for 0<t<1,
1 for 1<t<3,

ochatt f(t) ar 3-periodisk. Bestdm f’(t) (distributionsderivatan) och utveckla f(¢) i komplex triogonometrisk

Fourierserie. Anvénd resultatet for att berdkna Fourierserieutvecklingenav f(t).

Berakna foljande funktionen (dvs berdkna summan och uttrycka den m.h.a. kénda funktioner)

> sin(2n — 1)
f(9)=gs(2(n_1)3)

Berakna den komplexa Fourierserien till den periodiska funktionen f(x) som &r lika med z(z? — 7?). Vad

ar seriens summan i punkterna 27 och 37 /2?

L&s problemet
Upe +1=2uy, 0<2<2,t>0
u(0,t) =0, u(x,0) = x — 22,
w(2,t) = =2, uy(x,0) =0

1

r=rcos¢sing,y =rsin¢sinf, z = rcosf
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L6s foljande Dirichletproblemet pa enhetsskivan

Ugg +Uyy =0, 7 =22 +y2 <1

dar funktionen f &r funktionen f(#) = sin? 6 + cos @ (i polarkoordinater)
Lat .

Onle) = G
@, ar ett polynom av grad n.
(a) Bestdm den ledande termen och den Konstanta termen i @, ().
(b) Bestam normen [|Q.|| av Q. (z) i L?(0,1).

(c) Bevisa att Q,,(z) och Q,, () ar ortogonalai L2(0,1) omn # m.

(z"1-2)"), n=0,1,2,....

Funktionen f () ar kontinuerlig och har Fouriertransformen f(¢) = 1“(157?52) Bestam f(0) och [*_ f(z)dz

Bestam lésningen f(t), t > 0, till ekvationen

£ = AF'() + F(1) + 6/0 F(r)dr = 2¢!

med begynnelsevillkor f(0) =1, f/(0) = 0.

Lat u(x,t) vara losningen til begynnelsevérdesproblemet

Ut = CUgy, t>00<z<T
u(0,t) = u(m,0) =0,
U(.’L‘,O) = 07 Ut(.’L’,O) = g(l‘)

Bevisa att for ¢t > 0,
/ fug(z, 8) Pdz < / l9(@)|2de.
0 0

(Ledning: Los uppgiften med variableseparation).

For vilka k kan Du garantera f € C(*), dar
> cos(nd
@  fo)=y
0
<= cos(2"0)
® )= zoj 2

Bestam den elektrostatiska potentialen ¢(z, y) i omradet D = {(z,y) : —0o < < 00,0 < y < 7}, OM

potentialen pé randen ar

1, omy=0, och =z<0,
o(z,y) =< 0, omy=0, och z>0,

0, omy = .

Undersok hur avbildningen w = “1=2) avbildar enhetscirkeln |z| = 1 respektive cikelskivan |2| < 1.

142

Anvand resultatet for att bestdmma den elektrostatiska potentialn ¢ (x,y), (2 = x +iy) i enhetscirkelskivan

|z| < 1 med randvérdena

P, om |z| =1, >0, y>0,
p(z,y) =
0, om |z| =1, z <0, ellery <0.



61.
62.
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64.

z

Lat T vara triangelomradet med horn i 0, 1 och 1 + 4. Bestam bilden av T' under avbildningen w = T

Bestdm den elektrostatiska potentialen ¢(z,y) i omradet D = {(z,y) : 0 < y < z} om potentialen pa
randen &r
a, (z,y) € 0D,  z*+1y*>r?

o(z,y) =
B, (z,y)€dD, x®+y*<ri

Sok en harmonisk funktion ¢(z,y) i omradet mellan hyperblerna z2 — 32 = 1 och 22 — 42 = 4 med
randvarden o(z,y) = 2zy pdz? —y%? = 1 och p(z,y) = 4zy pdz? —y? = 4.

Lat  vara omradet mellan cirkeln 22 + (y — 2)? = 1 och z-axeln. Betrakta potentialproblemet

2 2 .
SE+Ze=0, i Q,
=0, pa z-axeln,
p=1, pacirkeln z2 + (y — 2)? = 1.

Lat z = x + iy. a) Visa att avbildningen w = % avbildar  p& omréadet mellan tva cirklar (vilka?).

b) L&s dérefter potentialproblemet.



_4 2 (ED"A +in7) inre 4 2 (D" A +nT)
f(.’L') - Z € Y z_:oo n2(2ﬂ2ﬂ'2 + 7:’I"L7l' + 1) €

i 3(1 — cos 227) 2nmt
==— cos
72n%(3 — sn?n?) 3

8 w2
cosx = ;nz 4nzn7_15m2”x 0<z< g) Summan blir g—4

u(z,t) = 2 + i 4=D" — e VT cos(nnt — —waz)
’ 3 4~ nPn? V 2
2 lnr + i " (r™ — r7)etn?
21n = n2(2n —2-n)
n£0

a) —;—Zwe*‘ll“’l b) (1 + alw|)e !

T T 3
N —wl1 _ 2w jiw (_ 97 )
c) 106 (1 2zsgnw) 106 (3 2isgnw

d) 4iabw
(w? + 2bw + a2 + b2) (w2 — 2bw + a2 + b?)
1
7.1 b)——
)i b) 22
1
8. 3
9. 7(1 —e?)
1
10. —
0 97
R 2w .. o T 2
11. f(w) = Tt for 0 < w < 2, 0 for dvrigt. a) 5 b) 27r<1n3 — 5)
12, g(eZ +1)
13. O(t)e= %t cost
1 1
14. u(t) = §e_t/‘/§0(t) + 56‘/§t(1 —0(t))
15. ze*w' —te~20(t)
16. h(t) = 1t 2(t) = coswt ger y(t) = eI sin wt; ej kausalt, stabilt
. _27r(1+t2)2’ - g y _4 1J i .
17. _e=5/%
2 & 1 2 2 ;
“ _ —(_1\n| ,—n*7*/8+2|n|7 jinwt
18, \/;n_z_ooﬁ S(=1) ]e e
19. summan blir k(N — k).
Nl sin T
20. X — —2ﬂ'iun/N N
) nzz‘;) z(ne cos 21’;‘,” — Cos 7



21.

22.

23.

24.

25.

m(ez —e 2)"Inl forn £0

Cn = 1 .
2n(l—e"2) forn =0
2sinh 1 2e~!
0 COSh.’L‘ + — sinhar;
2 sinh2 + 1 +sinh2 —1
Egenviarden: A\, = yﬁ, dar v, &r de positiva roétterna till ekvationen tanva = 2,,32‘: T

A1 = r — 82, dér B, &r den positiva roten till ekv. tanh 3 = g; uy(z) = e *® sinh By

2z

An =4+ B2, dér B,, n = 2,3,..., ar de positiva rotterna till ekv. tan 3 = g; up(z) = e **sin Bz

=3 2\//\_1\2@4__223_1)”] Un ()

n=1

et _1\n—1
u(z,y) = 1(3/3 —y)+ 2 L(sinh nnz + 7sinhnn(2 — z)) sinnwy
6

u(z,t)=1—2+ 8 Z 1 ekt sin(2k + 1)mz

26.
3 3
m = (2k +1)
27. u(z,y) —s sin(v20 — m°y)
3 sin v/20 — 72
h 2k + 1)272 — 20
32 5 8in(2k + )7z sinh(y/(2k + 1) )
I Zk' sinh /(2k + 1)272 — 20
2 > n t 1 2,2
28. u(z,t) = e™*™ tsin 27z + 27sin 1 Z(—l)”‘1 T [n2772 g (1—e ™™ sinnmz
n=1
29.
— 1 2,2
u(z,t) = @F+1)(1-2)+ Z W(e_{"" ™t _1)sinnrx =
™
o
2 3 i 1
= (t+1D)(1—-2)+ % - % - % + Z 33 e 2™ L sin g
30. u(r,8) = i A+ 5)my ()" 1] sinh(n + 5)it sin(n + l)wlnr
. ) P 2
(”"‘ 3)m[(n + %) (23)* + 1] sinh(n + 1) 7 2’ In?2

3L

32.

33. u

34.

sin(2sinz) = 2 Z Jog+1(2) sin(2k + 1)z
k=0

ﬁ ( JO(%) — 1) sin wt
()

res.frekv. &r —ayg p, dér ag n, n =1,2,. .., &r Jo:s positiva nollstéllen.
a

N 8U2[(2+ 5)af —2b] ey ary .. ) . )
kz::l (40f + b2 Jo(ak) e (¥ tJO(T)vdaf ay, ar de pos.rétterna till Jo(a)+5ajé(a)
In(wr

a. u(r) = 7 Ewa; om Jy(wa) # 0.

=0.
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49,

50.
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52.

53.

54.
55.

b. u(r,t) = j:g:g sin wt + ; ag sin O%tJN(%), dar «, ar de positiva nollstallena till J,,(z), och
ar = — 2w aJ (wr)d, (%)rdr(—
k= acg[Jni1 ()2 Tn(wa) Jo 7" "\ a N
In(%F) mz  1IL(EE) | 27z
u(r,z) = sin — — = sin ——
(r,2) IO(%) L ZIO(Z”T) L
VT 1,
16 (3+ 62 57 )
3(222 + 12)
8 o
— 12
s1@ +12)
3 1
3_9.2, 9 1
TR TR T
Hy(0) =0, Hy(0) =2(-D)FEE k=0,1,...
2 .
u==-R%z+ §(a:2 +y? 4+ 2%z - 23
) 5
u(r 0)—#(@—3a—b)+i<ﬁ—7“)cos0+
" 3b—a)\ 1 b — a3 \r?
2v° 5 a’ 9
+m<7‘ _7‘_3)(3C0S 0—1)
( t)_4kt—|—1—2x2 L
WY = Tkt v 1)52 ©
1 . 4 [ n coshnzr |
= (¥ -1)+=
u(@,y) = g(@ )+7r/0 A5 797 coshn sin nydn

wen) =5 [ B fgeca( = L [T T joar)

2r ] o sinh&a 2a J_ o cosh @ + cos TX

y(t) — i nm— Z(]- - (_l)n) einnt

—~ 2nw(n?w? — 1+ inm)
n=—oo
n#0
= 2, e .
fl(t) = Zn—z;oo[é(t —3n—1)-48(t—3n)] = H_Z:OO 5(eﬂ"% — 1)en %t
- n#0
1 & e o1,
) = = ing-t
IO =3+ 3~
n=—oo
n#0

f(0) = —7(16% — 26),om 6 > 0 och f(6) = —f(—6) om§ > 0.
12700 G sin(z) g regp 373,

u(@,t) = =% + 15 30 @riys cos((2k + 1)mt) sin(ZAH0T )

u(z,y) = —3(2® —y? —2) + Lxelleru(r,0) = —1(r? cos 20 — 2) + 1r cos @ (i polarkoordinater).

(a) ledande termen &r (—1)"(2n)(2n — 1) ... (n + 1), konstanta termen &r n!. (b) v/(2n)!.

f0)=1, [F f(z)de =1.

(w2a? — «
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57.
58.
59.
60.

61.

62.

63.
64.

ft)=1et + 1e7t.

o(z,y) = —arccot%.

(,0(.’1]', y) arccot%

Bildomradet ar: {w = (u,v) :u >-1,v >0, (u+1)2+@w—-13)*> 1
o4 B (22—y?)°— 4oy 4o (22—y?)*—42%y"—

ox,y) =a+ =2 [arccot T — arccott = y L

a) Det sammanhangande omradet 2 avbildas pd omradet mellan de koncentriska cirklarna |w|

z’+(y—v3)*

e(z,y) = 2zy(a® —y* + 2).
|w| =2 — /3.
b) p(z,y) = 57

21n(2—/3) In

o2+ (y+v3)2’

11

)
]

= 1 och



