1. Dominansprincipen

Ett vardepapper som definieras i termer av andra vardepapper kallas ett fi-
nansiellt derivat. Rattigheten men ej skyldigheten att kopa ett givet vardepapper
ett framtida datum till ett i forvag uppgjort pris kallas en kopoption. Ak-
tier och optionskontrakt ar mycket gamla foreteelser. Aktier har varit kinda
under minst 750 ar. Aktiehandel i organiserad form startade troligen forst
i Antwerpen 1531. Den amerikanske ekonomen och nobelpristagaren Mer-
ton beréittar i sin bok ”Continuous-Time Finance” [MER1] om handel i
kopoptionsliknande instrument pa Amsterdams fondbors for 350 ar sedan.
Optionskontrakt pa jordbruksprodukter anvandes for ovrigt redan av medelti-
dens képmén [GEM] . Att virdera finansiella derivat pa ett teoretiskt dvertygande
siatt har emellertid varit svart i historien och problemet fick ingen tillfredsstallande
16sning forran under 1970-talet. Begreppet arbitrage dvs riskfri vinst ar
har mycket centralt. Det mest komplicerade momentet i detta sammanhang
bestar dock av att forsta de underliggande vardepapperens prisdynamik. Den
matematiska teorin for stokastiska processer har hittills spelat en avgorande
roll for de framsteg som gjorts.

Ett centralt moment inom optionsteorin bestar av att utifran olika hy-
poteser definiera priser for finansiella derivat. Sadana priser kallas ofta
teoretiska priser. I detta kapitel uppmarksammar vi den sa kallade domi-
nansprincipen som dels gor det mojligt att prissatta nagra viktiga derivat,
dels ger upp- och nedskattningar av tankbara priser for olika finansiella
derivat. Pa marknaden finns sa kallade marknadspriser och det ar naturligtvis
onskvart att teoretiska priser overensstammer med marknadens priser. 1|
denna framstéllning forutsitts alltid att kapitalmarknaden i var modell ar
friktionsfri. I begreppet friktionsfri marknad inbegripes gratis transaktioner
av viardepapper samt att in- och utlaningsrantan ar lika. Darutover antas
att lan av vardepapper ar kostnadsfria samt att handel férekommer i delar
av vardepapper. Dessa overforenklingar av verkligheten ar vanliga i de flesta
framstallningar av finansiella derivat och kan naturligtvis fororsaka skillnader
mellan teoretiska priser och marknadens priser. Forskning mot mer realis-
tiska modeller pagar men faller utanfér ramen for denna framstillning. Om
inte annat anges forutsitts ocksa att aktier ej ger utdelning och att rantan ar
konstant. For tydlighets skull vill vi papeka att begreppet friktionsfri mark-
nad ej innebér att det dr kostnadsfritt att lana pengar. En hundralapp skall
darfor inte uppfattas som ett vardepapper.



Inledningsvis betraktar vi endast finansiella derivat, som definieras av ett
enda virdepapper, namligen en aktie. Aktiens pris vid tiden ¢ betecknas med
S(t). Lat nu T vara ett givet framtida datum och antag att ett visst derivat i
aktien kan inlésas vid tiden 7" och da utbetalar beloppet ¢(S(T")). Ett sadant
derivat sags vara ett enkelt derivat av europeisk typ eller ett enkelt kontrakt
av europeisk typ. Har kallas g utbetalningsfunktion eller kontraktsfunktion
och T kallas slutdag for kontraktet. Ett motsvarande amerikanskt kontrakt
med utbetalningsfunktionen ¢ kan losas in vid vilken tidpunkt ¢ som helst
fore eller pa slutdagen T om kontraktsinnehavaren sa onskar och utbetalar da
beloppet g(S(t)). Med vara konventioner kan en utbetalningsfunktion antaga
negativa viarden. Ett kontrakt diar innehavaren forbinder sig att kopa aktien
till priset K ett framtida datum 7T ar likvardigt med ett finansiellt derivat av
europeisk typ med utbetalningsfunktionen S(7) — K. Har ar g(s) = s — K.

Antag nu att K ar ett givet positivt tal. En europeisk kopoption i ak-
tien med losenpris K och slutdag 7" ar rattigheten, men ej skyldigheten,
att kopa en aktie till priset K vid tiden T. En europeisk saljoption i ak-
tien med losenpris K och slutdag T" ar rattigheten, men ej skyldigheten, att
silja en aktie till priset K vid tiden T. Pa liknande satt dr en amerikansk
képoption (sdljoption) i aktien med lésenpris K och slutdag 7' rattigheten,
men ej skyldigheten, att vid ett tillfdlle kopa (sdlja) en aktie till priset K
under tidsperioden fran nu fram till och med tidpunkten 7. Slutdagen for
en aktieoption av europeisk typ kallas ocksa losendagen. Ett enkelt derivat
av europeisk typ med utbetalningsfunktionen

c(s) = max(0,s — K)

och slutdagen T ar pa en friktionsfri marknad ekvivalent med en europeisk
kopoption med l6senpriset K och losendagen T'. Notera ocksa att pa en frik-
tionsfri marknad ar ett enkelt derivat av europeisk typ med utbetalnings-
funktionen

p(s) = max(0, K — s)

och slutdagen T' ekvivalent med en europeisk saljoption med losenpriset K
och losendagen T'. Kopoption heter ”call” pa engelska och siljoption ”put”,
vilket ligger till grund for vara beteckningar.

En uppséattning vardepapper kallas en portfclj. Vi tillater virdepappersinnehav
i delar av viardepapper, som eventuellt kan vara negativa. Den som lanat en
aktie och sedan salt densamma har en skuld pa 1 aktie vilket uppfattas som
ett innehav av —1 aktier. En utfardad kopoption uppfattas som ett innehav



av —1 kopoptioner osv. Antag £ ar ett reellt tal. Om en portfolj A in-
nehaller a, vardepapper Uy, k = 1,..,n, och inga andra vardepapper sa ar
(A den portfolj som innehaller ay vardepapper Uy, k = 1,..,n, och inga
andra vardepapper. Vi antar alltid att det finns obligationer i var kapital-
marknadsmodell. Om inte annat sigs antar vi att var modell innehaller en
och endast en obligation vars pris B(t) vid tiden t ges av ekvationen

B(t) = Ce™
dar C' och r ar positiva konstanter. Observera att
B(t) = B(0)e™.

Vi uppfattar har storheten r som kontinuerlig ranta. Om beloppet K placeras
i bank vid tiden ¢ blir banksaldot lika med Ke" % vid tiden T > t.

En huvuduppgift i denna framstallning ar att postulera egenskaper som
leder fram till ett explicit teoretiskt virde I, (t) for ett enskilt finansiellt
derivat U vid tiden t. Genom superposition far varje portfolj A ett teoretiskt
virde V4(t) vid tiden ¢, betingat av att A existerar vid denna tidpunkt. Ob-
servera att en portfoljinnehavare vars portfolj innehaller en utfirdad amerikansk
option ej sjalv styr over portfoljens eventuella existens imorgon.

I detta kapitel postulerar vi den sa kallade dominansprincipen, som kom-
mer att satta vissa granser for funktionen II.

med sikerhet kan agera sa att V4(T) > 0 sa har portfiljen A ett icke-negativt
varde fran idag t o m tiden T.

Om dominansprincipen ej galler sa finns ett framtida datum 7" och en
portfolj A sa att V4(T) > 0 och V4(t) < 0 dédr ¢t < 7. Vi bildar nu vid tiden
t en portfolj B bestaende av A och ett antal obligationer sa att Vz(t) = 0.
Konstruktionen visar att Vz(7T') > 0 sa vi far en riskfri vinst. Om en portfolj
har ett icke-negativt virde idag sa sdger dominansprincipen ingenting om
dess varde imorgon.

I resten av kapitlet tar vi dominansprincipen som ett axiom, dvs vi utgar
fran att principen ifraga giller.



Om en portfolj A bestar av aktier, obligationer och derivat av europeisk
typ och portfoljen ar virdelos vid en viss framtida tidpunkt 7" dvs V4(T')
= 0, sa medfér dominansprincipen att portfoljen dr véirdelés idag. Domi-
nansprinciper ger ndmligen forst att V4 (¢) > 0 idag. Eftersom

Vou(T) = =Va(T) =0

foljer darfor att —V4(t) = V_4(¢) > 0 idag och ddrmed &r portféljen vardelds
idag dvs V4(t) = 0. Om tva portféljer A och B bestar av aktier, obligationer
och derivat av europeisk typ och V4(T) = V(T) ett viss framtida datum T
sa medfor dominansprincipen att portfoljerna har samma varden idag. Om
Vu(T) < Vi(T) sa foljer ocksa att V4(t) < Vz(t) idag.

Betrakta nu en portfélj A som innehaller en amerikansk siljoption med
slutdag T" och l6senpris K och en utfardad europeisk saljoption med losendag
T och losenpris K. Om portfoljinnehavaren bestammer sig for att inte 16sa
in den amerikanska séljoptionen fore slutdagen sa giller att V,4(T) = 0.
Alltsa blir V4(¢) > 0, enligt dominansprincipen. Vi kan emellertid inte denna
gang hdvda att V. 4(7T") = 0. Portf6ljen —A innehaller ndmligen en utfirdad
amerikansk saljoption med slutdagen 7. Om innehavaren av den amerikanska
sdljoptionen bestammer sig for att 1osa in kontraktet fore slutdagen existerar
darfor inte portfoljen —A vid tiden 7. Man kan visa att det ar optimalt att
l16sa in en amerikansk saljoption fore slutdagen om aktiepriset ar tillrackligt
litet (om ¢ < T och (K —S(t))e" ™) > K kan det inte vara optimalt att avsta
fran att 16sa in den amerikanska séljoptionen i intervallet [¢, T'[). Man maste
vara en smula forsiktig vid tillampning av dominansprincipen for portfoljer
som innehaller amerikanska kontrakt.

For att belysa dominansprincipen betraktar vi ett enkelt europeiskt derivat
i aktien med slutdagen T och utbetalningsfunktionen

g(s) = s.

Lat v(t) beteckna derivatets virde vid tiden ¢. Bilda nu en portfolj bestaende
av derivatet och en annan portfclj bestaende av en aktie. Dessa portfoljer
har samma varde vid tiden 7. Alltsa ar

I ndsta exempel studeras ett kontrakt som forbinder innehavaren att kopa
aktien till priset K ett visst framtida datum 7. Kontraktet ar likvardigt med



ett aktiederivat av europeisk typ med slutdagen T och utbetalningsfunktio-
nen
g(s) =s — K.

Pa en marknad dar dominansprincipen géller far det aktuella derivatet vardet
S(t) — Ke '™

vid tiden ¢ dar 7 = T — ¢. Vid tiden T har ndmligen derivatet ifraga samma
véirde som en portfolj bestaende av 1 aktie och —K/B(T) obligationer. Ob-
servera att rantan r dr kind, sa obligationspriset B(T') ar kédnt fore tiden T
Viljs K sa att motsvarande kontrakt ar virdelost vid teckningstiden ¢ kallas
K for aktiens terminspris vid tiden t for leverans vid tiden 7" och betecknas
med S, (t). Alltsa giller att

term

T
Sterm

(t) = S(t)e'".
Ett terminskontrakt som tecknats vid tiden ¢ har vid leverans vardet
S(T) — S(t)e'”

eftersom innehavaren av kontraktet betalar priset S(t)e’” for en aktie som
ar viard S(T). Detta vérde kan i praktiken vara ett mycket stort belopp och
for att minska risken for kreditforluster kan man tanka sig foljande variation
av kontraktet. Fixera ett positivt heltal N. Satt h = 7/N och ¢, = t +
nh, n = 0,..., N. Betrakta ett kontrakt som innebar att innehavaren vid
tiden ¢,_; tecknar ett terminskontrakt med leverans vid tiden ¢, for n =
1, ..., N. Innehavaren av kontraktet erhaller vid tiden ¢, en insittning pa sitt
bankkonto svarande mot beloppet

S(tn) — S(tn,1)erh

for n =1,..., N. Vid tiden T blir banksaldot



— S(T) — S(t)e'™.

Det aktuella kontraktet ar saledes vid tidpunkten ¢ ekvivalent med en akti-
etermin med leverans vid tiden 7. Observera har att en insattning av beloppet
a pa ett bankkonto ar likvardigt med ett uttag av beloppet —a pa samma
konto.

Betrakta nu ett kontrakt som forbinder innehavaren att kopa en dol-
lar till priset K kr ett visst framtida datum 7. Vi kan inte direkt anvanda
ovanstaende resultat for att virdera kontraktet vid tiden ¢ < T. En dollar
skiljer sig mycket fran en aktie. T ex ar ett dollarlan ej gratis ens pa en
friktionsfri marknad. Antag att dollarkursen dr lika med £(¢) kr vid tiden ¢.
Det aktuella kontraktet har, uttryckt i kr, vardet

Y =¢(T) - K

vid tiden T. For att vardera detta kontrakt antages att den amerikanska
marknaden erbjuder en obligation med priset B,(t) = B,(0)e™" vid tiden ¢,
dér B,(0) och r, ar positiva konstanter. Vi kan nu uppfatta

S(t) = Ba(t)§(t), t >0
som prisprocessen for ett svenskt vardepapper. Observera att
Y = By(T) '(S(T) — Ba(T)K)

sa dominansprincipen ger att kontraktet vid tiden ¢ < T har det teoretiska
vardet
v(t) = Bo(T) '(S(t) — Bo(T)Ke ')

dar 7 =T — t. Efter forenkling erhalls
v(t) =&(t)e ™" — Ke .

Viljs K sa att motsvarande kontrakt ar virdelost vid teckningstiden ¢ kallas
K for terminskursen for dollar vid tiden ¢ for leverans vid tiden 7" och beteck-
nas med &L (t). Alltsa giller

Elent) = €

(kontrollera att detta resultat ar konsistent med dagstidningarnas noteringar!).
Vi kan som exemplen ovan visar vardera en del derivat av intresse med
mycket enkla metoder. Svarigheten oGkar dock snabbt. Det finns ingen



mojlighet att pa ett meningsfullt satt definiera priset av en kopoption genom
att endast postulera dominansprincipen.

Fr o m nu skriver vi Il (t) = ¢(¢,S(t), K;T) om U &r en europeisk
kopoption i aktien med 16senpris K och slutdag 7" och Ty, (t) = p(t, S(t), K;T)
om U ar en europeisk saljoption i aktien med losenpris K och slutdag 7.
Virdena for motsvarande optioner av amerikansk typ betecknas med C(¢, S(1), K)
respektive P(t, S(t), K). Om slutdagen T framgar av sammanhanget skriver
vi ¢(t,S(t), K;T) = ¢(t,S(t), K) och pa motsvarande sitt for de dvriga op-
tionsvardena.

Foljande relation mellan aktiepris, europeiskt kopoptionspris, europeiskt
saljoptionspris och obligationspris ar mojlig att visa med hjalp av domi-
nansprincipen, namligen

S(t) — e(t,S(t), K) = Ke '™ — p(t, S(t), K).

Vi behover bara konstatera att relationen ifraga ar sann for ¢ = T sam-
tidigt som vi noterar att vanstra ledet representerar vardet av en aktie och
en utfirdad europeisk képoption och hogra ledet véirdet av K/B(T') obliga-
tioner och en utfardad europeisk saljoption. Dominansprincipen medfor att
likheten dven géller fore slutdagen (relationen kallas ”put-call parity rela-
tion” pa engelska). Relationen visar att den europeiska séljoptionen ar latt
att vardera, sa snart vi kan prissitta den europeiska kopoptionen. Vi ser
ocksa att véirdet p(S(T)) vid tiden T &r uppnaeligt pa en kapitalmarknad
som endast bestar av aktien, den europeiska kopoptionen och obligationen.
Betrakta nu for givna positiva konstanter A, B, K och L funktionen

g(s) =min(A(s — K)", B(L — s)%)

dar K < L och dar s ér en positiv variabel. Denna polygonfunktions derivata
har tre sprangpunkter. Om vi subtraherar funktionen B(L—s)* fran funktio-
nen ¢(s) sa erhalls en polygonfunktion vars derivata har tva sprangpunkter.
Man inser nu latt att en lamplig kombination av siljoptioner med olika
16ptid har virdet ¢(S(T)) vid tiden T. Vi utnyttjar hér handel i delar
av virdepapper. Virdet ¢(S(T)) vid tiden T &r dérfor uppnaeligt pa en
kapitalmarknad som endast bestar av aktien, europeiska kopoptioner och
obligationen.

Om g(s) betecknar en godtycklig polygonfunktion i intervallet s > 0
sa inser vi pa liknande sétt att vardet g(S(7)) vid tiden T &r uppnaeligt



pa en kapitalmarknad som endast bestar av aktien, obligationen och eu-
ropeiska kopoptioner i aktien. Sa snart europeiska kopoptioner tilldelats
teoretiska varden, erhaller vi alltsa teoretiska viarden for en stor klass av en-
kla europeiska aktiederivat. Notera i detta sammanhang att en godtycklig,
reellviard kontinuerlig funktion pa ett kompakt intervall [a,b] kan approx-
imeras likformigt med polygonfunktioner enligt analysens grunder.

Lat I vara ett delintervall av reella tallinjen. En funktion f : I — R
kallas konvex om

flpa+ (1 —p)b) <pf(a)+ (1 —p)f(b)

for alla a,b € I och alla 0 < p < 1. Funktionen sags vara strangt konvex om
olikheten

flpa+ (1 —p)b) <pfla)+(1—p)f(b)
géller for alla 0 < p < 1 och alla a,b € I, som uppfyller a # b. En reellvard

stokastisk variabel X sags vara 2-punktsfordelad om det existerar a,b € R,
dar a # b, sa att

och

dér 0 < p < 1. Har definieras vintevirdet F [X] av X genom att
E[X]=aP[X =a]+bP[X =]

dvs
E[X]|=pa+ (1—-p)b

(bokstaven F kommer fran engelskans ”expectation”.) Alltsa géller att
FE[X]) < E[f(X)]

for varje konvex funktion f : I — R och 2-punktsfordelad stokastisk variabel
X : Q — I, dar I ar ett delintervall av reella tallinjen. Denna olikhet
kallas Jensens olikhet (for en starkare version, se vningarna i detta kapitel
och Appendix). En funktion f &r konkav om —f &r konvex. En reellvird
funktion f definierad i ett Oppet intervall &r konvex om f” > 0 och konkav
om f" <0.

Antag a,b € R. Den affina funktionen f(z) = ax + b, x € R, ar konvex.
Om f och g ar konvexa funktioner definierade pa samma intervall [ sa ar
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funktionen h(x) = max(f(x), g(z)), v € I, konvex. Speciellt foljer hirav att
funktionen
K — max(0,s — K), K >0

ar konvex for fixt s > 0. Vi kan nu dra slutsatsen att en europeisk kdpoption
ar en konvex funktion av lésenpriset K om alla andra variabler halls fixa.
Mer precist uttryckt galler att funktionen

K = c(t,S(),K:T), K >0

ar konvex (kontrollera om detta resultat dr konsistent med dagstidningarnas
noteringar av kopoptionspriser!). For att se detta véljer vi Ky, K7 > 0 och
0 < X\ < 1. Betrakta nu en portfolj A bestaende av 1 europeisk képoption
i aktien med 16sendag T' och l6senpris AKy + (1 — A\) K7 och en portfdlj B
bestaende av A europeiska kopoptioner i aktien med l6sendag T" och 16senpris
Ky och (1)) europeiska kopoptioner i aktien med lésendag T och 16senpris
K. Vi vet att
max(0,S(7T) — (AKy + (1 — A)Ky))

< Amax(0,S(T) — Ky) + (1 — A\) max(0, S(T) — K,)

dvs att
Va(T) < Va(T).
<

Dominansprincipen visar nu att V4 (t) < Vi(t) for t < T vilket dr ekvivalent
med pastaendet.

Vi avslutar kapitlet med en del resultat for optioner av amerikansk typ.
Vi pastar forst att det inte optimalt att 16sa in en amerikansk kdpoption fore

slutdagen da aktien ej ger utdelning. Det géller ndmligen att
C(t,S(t),K;T)>St)— K, t<T.

For att se detta bildas vid tiden ¢ en portfolj A bestaende av 1 amerikansk
kopoption med 16senpris K och slutdag T, -1 aktie och K/B(T') obligationer.
Om portfoljinnehavaren bestammer sig for att ej losa in den amerikanska
kopoptionen fore dess slutdag foljer att

Va(T) = C(T,5(T), K;T) = S(T') + (K/B(T)) B(T)

=max(0,S(T) - K)-S(T)+ K > 0.



Dominansprincipen ger nu att V4 (t) > 0 dvs
C(t,S(t), K;T)— S(t)+ (K/B(T))B(t) > 0
och saledes maste for ¢ < T géilla att
C(t,S(t), K;T) > S(t)— (K/B(T))B(t) > S(t) — K.

Det ar darfor inte optimalt att 16sa in en amerikansk kopoption fore slutdagen
da aktien ej ger utdelning och hérav foljer att C(¢,S(t), K;T) = ¢(t, S(t), K; T)
i detta fall.

Betrakta en investerare X med en viardepappersportfolj A vid tiden ¢, dér
portfoljen eventuellt innehaller en del utfirdade optioner av amerikansk typ.
Om en utfirdad option l6ses in i intervallet |£, T'] antas att skulden omedelbart
regleras med tillgangar i vardepapper och eventuellt med pengar som X lanar
till rantan r. Vid tiden T" forfogar X over en portfolj som vi betecknar med B
(lanade pengar uppfattas som ett negativt antal obligationer). Antag att X
med sédkerhet kan agera sa att Vz(7T) > 0. Om vi under dessa forutsiattningar
kan dra slutsatsen att V() > 0 sa séger vi att den starka dominansprincipen
géller. Som en illustration av denna princip skall vi nu visa den till synes
sjalvklara olikheten

K > P(t,S(t), K;T).

Lat dérfor A vara en portfolj vid tiden ¢ bestaende av K/B(t) obligationer
och en utfardad saljoption av amerikansk typ med lésenpris K och slutdag
T. Om saljoptionen aldrig loses in blir

Vs(T) = (K/B(t))B(T) = 0.

Om séljoptionen blir inlést vid tiden ¢y € |¢,T] och X reglerar skulden med
ett lan sa galler att

Va(T) = (K/B(t))B(T) — (K — S(t;))e"T—t)

_ K(er(Tft) . eT’(T*ig)) + S(to)er(Tfto) > 0.

Den starka dominansprincipen medfér nu att V4 (¢) > 0 och det foljer att
K — P(t,S(t), K;T) > 0 eller K > P(t,S(t), K;T). Alternativt kan X vid
eventuell inlosen av den amerikanska saljoptionen salja en del av sina obliga-
tioner till beloppet K och sedan kiépa aktien till priset K. Den nya portfoljen
har ett icke-negativt varde vid tiden T.
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Den starka dominansprincipen ger att
C(t,S(t), K;T)— P(t,S(t), K;T) > S(t) — K
(visa detta som dvning). Observera att
C(t,S(t), K;T) — P(t,S(t), K;T) < S(t) — Ke " "1,

Med hjalp av olika dominan sprinciper kan vi satta granser for option-
spriser men i regel ej na fram till exakta teoretiska priser. For detta behovs
helt enkelt en mer precis uppfattning av aktiers prisdynamik. Detta ar ett
svart men fascinerande problem, som vi skall aterkomma till senare i denna
framstéllning.

Ovningar

I nedanstaende Gvningar i detta kapitel forutsitts att marknaden erbjuder
en aktie, en obligation och olika typer av aktiederivat. Vi antager dessutom
att dominansprincipen géller. Aktiens pris vid tiden ¢ betecknas med S(t)
och obligationens pris vid tiden ¢ &r lika med B(t) = B(0)e™. Om ¢ < T sa
art =T —t.

1. Visa att
To <Ty = c(t,S(t), K;Ty) < c(t,S(t), K;Ty).
2. Visa att
Ko > Ky = ¢(t,S(t), Ky) < c(t, S(t), Ky)

och dra slutsatsen att

0
>

om derivatan i hoger led existerar.

3. Visa att
(t, S(1), K) < S(#)
och

lim c(t, (1), K;T) = S(t).

T—o00
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. Visa att
KO Z Kl = C(t, S(t),K(]) Z C(t, S(t),Kl) — eirT(Ko — Kl)

Visa darefter att

0
— c(t t > 7177"7'
8KF(f,S(f),K) — €

om derivatan i vanster led existerar.

. Visa att
li ~(t,S(t), K) = 0.
S(;)rgo(’(, (1), K)
. Visa att
Ky+ K
. Visa att

P(t,S(t), K) > max(0, K — S(t)).

. En aktie har priset S(¢) vid tiden t. Antag t; < T och betrakta ett
derivat av europeisk typ med slutdagen T som utbetalar beloppet S(tg)
vid tiden 7. Visa att derivatets varde vid tiden ¢ < g ar lika med
S(t)e =), Vilket viirde har derivatet vid tiden ¢ € [t,, T?

. Lat tg < T och n € N . Satt h = %(T—to) och t; = tg+ih, i =
1,...,n. Antag vidare att K > 0 och betrakta tva europeiska derivat av
medelvardestyp med utbetalningarna

1 n
Xe = max(0, —— X_; S(t;) — K)

och

1
X, = max(0, K — e ;S(fz))
vid tidpunkten 7. Antag att dessa derivat har virdena v, (t) resp v,(t)

vid tiden ¢. Visa att om t € [t,, 1, tn[ sa giller

m—1
e T 1— efr(n7m+1)h S(t)
S ti - pt —
n+1zi_0 () + 1—eh n+1 ve(?)
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Ke ™ — u,(t).

Forsok att finna ett liknande samband for ¢ < #.

10. Funktionen f : ]a,b[ — R #r konvex och deriverbar. a) Visa att f &r
vaxande och dra slutsatsen att

F(2) > Flao) + f'(w0)(x — o)

for alla zo, 2 € ]Ja,b[. b) Lat X vara en stokastisk variabel med vérden
i]a,b[. Visa Jensens olikhet

fEX]) < E[f(X)].
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