
6. UtdelningarAntag att en aktie med priset S(t) vid tiden t utdelar beloppet D > 0 vidtiden t�: Vi har konventionen att S(t�) bete
knar aktiekursen vid tiden t�efter utdelning. Det �ar d�a naturligt att antaga attS(t��)� S(t�) = Dvilket i s�a fall inneb�ar att trajektorian S(t); t � 0; �ar diskontinuerlig i punktent�. Aktiepriset kan d�arf�or inte l�angre beskrivas av en geometrisk Brownskr�orelse o
h den modell f�or optionsv�ardering som vi behandlat i f�oreg�aendekapitel m�aste f�orkastas. Det �ar f�or �ovrigt inte sj�alvklart att ett aktiepris g�orett spr�ang av exakt samma storlek som utdelningen d�a utdelningen avskiljsaktien (se Heath o
h Jarrow [HJ ℄) men vi kommer nedan genomg�aende attf�oruts�atta detta.Det �nns f �o m�anga typer av utdelning. En aktie kan t ex utdela ett�xt belopp i kronor eller andra v�ardepapper. I samband med en aktieoptionbeh�over utdelningarna i den underliggande aktien under optionens resterandelivstid inte heller vara k�anda o
h kan d�a uppfattas som stokastiska storheter.Antag f�orst att utdelning endast sker vid h�ogst ett tillf�alle o
h motsvarandetidpunkt bete
knas i f�orekommande fall med t�: I intervallet [t�; T ℄ f�oruts�attsatt aktiepriset beskrivs av en geometrisk Brownsk r�orelse med volatiliteten�: Vi bete
knar dagens datum med t o
h antar f�orst att t < t�: Vi f�ors�okerd�arefter �nna en portf�olj A s�adan att pro
essenS�(�) = � VA(�); t � � < t�S(�); t� � � � Tkan beskrivas av en geometrisk Brownsk r�orelse med volatiliteten �: Ob-servera spe
iellt att VA(t��) = S(t�)eftersom vi alltid f�oruts�atter att en geometrisk Brownsk r�orelse har kontin-uerliga trajektorier. Genom att s�alja portf�oljen A omedelbart f�ore tiden t�o
h sedan k�opa en aktie d�a utdelningen fr�anskilts s�a kan vi uppfatta pro-
essen (S�(�)) t���T som prispro
essen f�or ett v�ardepapper. Antag nu attett derivat av europeisk typ utbetalar beloppet g(S(T )) vid tiden T , d�arg 2 P: Eftersom g(S(T )) = g(S�(T )) s�a �ar det naturligt att l�ata storhetene�r�E [g(s�er�M�(�))℄js�=S�(t)95



de�niera derivatets teoretiska v�arde vid tiden t: Som vanligt �ar � = T � t.Den enklaste typen av utdelning �ar pro
entuell utdelning o
h vi startarmed detta fall. Antag d�arf�or att aktien utdelar beloppetD = ÆS(t��)vid tiden t� d�ar Æ �ar ett i f�orv�ag k�ant tal i intervallet ℄0; 1[ :F�or att best�ammaportf�oljen A antas att aktiepriset beskrivs av en geometrisk Brownsk r�orelsemed volatiliteten � f�ore utdelningen. Det r�a
ker d�arf�or att v�alja A som enportf�olj best�aende av (1 � Æ) aktier. Derivatets teoretiska v�arde vid tiden tblir lika med v(t; S(t)) d�arv(t; s) = e�r�E [g((1� Æ)ser�M�(�))℄ ; t < t�:H�arav f�oljer f�oljande sats.Sats 1. Antag Æn 2 ℄0; 1[ ; n = 0; 1; :::; N; �ar givna tal. En aktie utdelarbeloppet ÆnS(tn�) vid tiden tn; d�ar n = 0; 1; :::; N; o
h t0 < t1 < ::: < tN <T: F�ore f�orsta utdelningen, mellan p�af�oljande utdelningar o
h efter sistautdelningen antages aktiepriset beskriva en geometrisk Brownsk r�orelse medexponentiell drift d�ar volatiliteten i varje tidsinterval �ar lika med �:Ett enkelt europeiskt derivat i aktien med utbetalningsfunktionen g 2 Po
h slutdagen T har v�ardet v(t; S(t)) vid tiden t < t0 d�arv(t; s) = e�r�E "g(( NYn=0(1� Æn)) ser�M�(�))# :I n�asta steg behandlar vi kontinuerlig utdelning. Antag Æ > 0 �ar ett givettal o
h att en aktie utdelar beloppet ÆS(t)dt i intervallet [t; t+ dt[ f�or varje t:Aktiepriset antages beskriva en geometrisk Brownsk r�orelse med exponentielldrift d�ar volatiliteten �ar lika med �. Betrakta nu ett enkelt europeiskt derivatmed utbetalningsfunktionen g 2 P o
h slutdagen T: Beroende p�a sats 1de�nieras det teoretiska v�ardet v(t; S(t)) vid tiden t < T; av ekvationenv(t; s) = e�r�E �g(se(r�Æ)�M�(�))�(jmfr valutaoptioner). 96



Ett aktiebolag utdelar ofta ett i f�orv�ag best�amt belopp D per aktie viden given tidpunkt t�. En geometrisk Brownsk r�orelse �ar vid tiden t� do
kstrikt mindre �an D med positiv sannolikhet . Denna sv�arighet kan hanterasp�a f�oljande s�att. Vi antar att D < S(t); vilket i praktiken inte �ar n�agonbegr�ansning, samt attS(�) = Der(��t�)1[t;t�[(�) + ~S(�); t � � � Td�ar ~S(�); t � � � T; bete
knar en geometrisk Brownsk r�orelse med volatiliteten�: Vid tidpunkten � kallas ~S(�) f�or den volatila delen av aktiepriset o
hDer(��t�)1[t;t�[(�) f�or nuv�ardet av utdelningen. Portf�oljen A best�ar i dettafall av en aktie o
h � DB(t�)obligationer. S�aledes �ar s� = S(t)�Der(t�t�):Vi f�ar o
ks�a att ~S(�) = S�(�); t � � � T: Ett europeiskt derivat medutbetalningsfunktionen g 2 P f�ar s�aledes det teoretiska priset v(t; S(t)) vidtiden t d�ar v(t; s) = e�r�E �g((s�Der(t�t�))er�M�(�))� :Om vi vill utnyttja binomialapproximation f�or att �nna ett approximativtoptionspris vid tiden t de�nieras h = �=N ,tn = t + nh; n = 0; 1; :::; No
h vNj = g(s�e(N�2j)�ph); j = 0; 1; :::; N :D�arefter ber�aknas su

essivt f�or tidpunkterna tn; n = N � 1; N � 2; ::::; 1; 0;motsvarande optionspriservnj = e�rh(quvn+1j + qdvn+1j+1 )f�or j = 0; 1; :::; n, d�ar qu = 1� qd = erh � e��phe�ph � e��ph :97



Storheten v00 approximerar det s�okta optionsv�ardet.I samband med motsvarande amerikanska kontrakt �ar det l�ampligt atts�atta upp ett tr�ad f�or den volatila delen av aktiepriset o
h d�arefter till dettaaddera nuv�ardet av den framtida utdelningen (se t ex [H℄). Vi de�nierargnj = ( g(s�e(n�2j)�ph +Der(tn�t�)) om tn < t�g(s�e(n�2j)�ph) om tn � t�f�or j = 0; 1; :::; n: L�at vidare vNj = g(s�e(N�2j)�ph); j = 0; 1; :::; N : D�arefterber�aknas su

essivt f�or tidpunkterna tn; n = N�1; N�2; ::::; 2; 1; 0;motsvarandeoptionspriser vnj = max(gnj ; e�rh(pvn+1j + qvn+1j+1 ))f�or j = 0; 1; :::; n: Storheten v00 approximerar det s�okta optionsv�ardet.Vi avslutar detta kapitel med n�agra resultat av allm�ant intresse i sambandmed utdelningar o
h amerikanska kontrakt.F�orst utreds varf�or det inte kan vara optimalt att l�osa in en amerikanskk�opoption i intervallet [t; t1℄, d�ar t1 < t� �ar en i f�orv�ag given tidpunkt.Olikheten C(t1; S(t1); K;T ) � S(t1)�Kdvs C(t1; S(t1); K;T ) � S(t1)� KB(t1)B(t1)ger n�amligen attC(t; S(t); K;T ) � S(t)� KB(t1)B(t) > S(t)�K:F�orekomst av utdelning inneb�ar do
k att det kan vara optimalt att l�osain en amerikansk k�opoption med l�osenpriset K pre
is f�ore utdelningen Dfr�anskiljs. Vid tiden t�, d�a utdelningen D avskilts, �arC(t�; S(t�); K;T ) = 
(t�; S(t�); K;T ):Om optionen inl�oses vid tiden t�� erh�alls beloppetS(t��)�K:H�arav f�oljer attC(t��; S(t��); K;T ) = max(S(t��)�K; 
(t�; S(t�); K;T )):98



Genom att utnyttja relationenS(t��) = S(t�) +Derh�allsC(t��; S(t��); K;T ) = max(S(t�)� (K �D); 
(t�; S(t�); K;T )):Eftersom �
�s = �(d1) < 1f�oljer att det �nns h�ogst ett positivt tal sC s�adant attS(t�)� (K �D) > 
(t�; S(t�); K;T )) om S(t�) > sCo
h S(t�)� (K �D) < 
(t�; S(t�); K;T )) om S(t�) < sC :R�akar S(t��) > sC +D�ar det d�arf�or optimalt att l�osa in den amerikanska k�opoptionen vid tident� � : Om D � K(1� e�r��)d�ar �� = T � t�; s�a �ar det inte optimalt med inl�osen vid tiden t�� hur stortS(t��) �an �ar. I detta fall �ar n�amligenS(t�)� (K �D) � S(t�)�Ke�r��o
h 
(t�; S(t�); K;T )) = e�r��E [max(0; ser��M�(��)�K)℄js=S(t�)= E �max(0; sM�(��)� e�r��K)�js=S(t�) > E �sM�(��)� e�r��K)�js=S(t�)= S(t�)�Ke�r��varf�or S(t�)� (K �D) < 
(t�; S(t�); K;T )):Vi har h�ar utnyttjat att E [X℄ > 0 f�or varje stokastisk variabel X som upp-fyller X � 0 o
h ej �ar lika med noll med sannolikheten 1.99



Vi har redan i kapitel 1 p�apekat att det kan vara optimalt att l�osa inen amerikansk s�aljoption f�ore slutdagen. Betrakta nu en amerikansk ak-ties�aljoption med slutdagen T d�ar aktien utdelar beloppetD vid tiden t� < T:Vi skall visa att det ej �ar optimalt att l�osa in denna option i intervallet ℄t0; t�[d�ar t0 < t� v�aljs s�a att D � K(er(t��t0) � 1):Det r�a
ker d�arf�or att f�or ett godty
kligt t 2 ℄t0; t�[ visa att P (t; S(t); K;T ) >K � S(t): Antag d�arf�or att P (t; S(t); K;T ) = K � S(t) o
h bilda vid tident en portf�olj A best�aende av 1 s�aljoption av det aktuella slaget, 1 aktie o
h�K=B(t) obligationer. Det g�aller attVA(t) = (K � S(t)) + S(t)�K = 0:Genom att l�osa in optionen omedelbart efter utdelningen fr�anskilts aktienf�oljer att VA(t�) = D +K � KB(t)B(t�) =D +K(1� er(t��t)) > D +K(1� er(t��t0)) � 0o
h det uppst�ar ett arbitrage. Allts�a �ar P (t; S(t); K;T ) > K � S(t) o
h det�ar d�armed ej optimalt att l�osa in s�aljoptionen i tidsintervallet ℄t0; t�[ :�Ovningar1. L�at t < t� < T o
h antag att aktien utdelar beloppet ÆS(t��) vid tident� d�ar Æ �ar ett i f�orv�ag k�ant tal i intervallet ℄0; 1[ : Best�am v�ardet vidtiden t f�or ett derivat i aktien som utbetalar beloppet S(T ) vid tidenT:2. L�at t < t� < T o
h antag att aktien utdelar beloppet ÆS(t��) vid tident� d�ar Æ �ar ett i f�orv�ag k�ant tal i intervallet ℄0; 1[ : Visa attSTterm(t) = (1� Æ)er�S(t):Hur �andras formeln om det ist�allet �ar fr�aga om utdelning av ett �xtbelopp D? 100



3. En aktiek�opoption av europeisk typ har slutdag den 17 maj o
h l�osenpris99 kr. Den 17 mars st�ar aktien i 100 kr o
h aktien delar ut 3 kr o
h 50�ore den 17 april. Best�am teoretiskt pris f�or optionen den 17 mars d�ar�antan �ar 5% per �ar o
h volatiliteten 31% per �ar.4. En forwardstartande akties�aljoption av europeisk typ utbetalar belop-pet max(0; S(T0)� S(T )) slutdagen T: Best�am s�aljoptionens pris vidtiden t0 d�a aktien utdelar beloppet ÆS(t��) vid tidpunkten t�; d�arT0 < t� < T o
h 0 < Æ < 1:5. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar slutdagen T beloppetmax(S(T ); K)d�ar K �ar en given positiv konstant. Aktien utdelar det k�anda belop-pet D vid tiden t� < T: Best�am derivatets v�arde vid tiden t < t�(aktiepriset vid tiden t �ar strikt st�orre �an D):6. En viss konvertibel kan bytas mot en aktie vid varje tidpunkt t 2 [0; T [ :Om byte till aktie ej skett vid tidpunkten T inl�oses konvertibeln o
hinnehavaren erh�aller beloppet K: Beskriv hur konvertibelns v�arde tidenvid tiden t < T kan best�ammas d�a aktien ger utdelningen D vid tident� 2 ℄t; T [.
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