6. Utdelningar

Antag att en aktie med priset S(¢) vid tiden ¢ utdelar beloppet D > 0 vid
tiden t,. Vi har konventionen att S(t¢.) betecknar aktiekursen vid tiden ¢,
efter utdelning. Det dr da naturligt att antaga att

S(t.—) — S(t.) = D

vilket i sa fall innebér att trajektorian S(t), ¢t > 0, &r diskontinuerlig i punkten
t.. Aktiepriset kan darfor inte lingre beskrivas av en geometrisk Brownsk
rorelse och den modell for optionsvéardering som vi behandlat i foregaende
kapitel maste forkastas. Det ar for 6vrigt inte sjalvklart att ett aktiepris gor
ett sprang av exakt samma storlek som utdelningen da utdelningen avskiljs
aktien (se Heath och Jarrow [H.J]) men vi kommer nedan genomgaende att
forutsatta detta.

Det finns f 6 manga typer av utdelning. FEn aktie kan t ex utdela ett
fixt belopp i kronor eller andra vardepapper. I samband med en aktieoption
behover utdelningarna i den underliggande aktien under optionens resterande
livstid inte heller vara kinda och kan da uppfattas som stokastiska storheter.
Antag forst att utdelning endast sker vid hogst ett tillfialle och motsvarande
tidpunkt betecknas i forekommande fall med t,. T intervallet [¢,, T'] forutsitts
att aktiepriset beskrivs av en geometrisk Brownsk rorelse med volatiliteten
0. Vi betecknar dagens datum med ¢ och antar forst att ¢ < ¢,. Vi forsoker
darefter finna en portfolj A sadan att processen

* _ V_A()\), tS)\<t*
SVV{SQLQSAST

kan beskrivas av en geometrisk Brownsk rorelse med volatiliteten o. Ob-
servera speciellt att

Vat.—) = S(t.)

eftersom vi alltid forutsatter att en geometrisk Brownsk rorelse har kontin-
uerliga trajektorier. Genom att silja portféljen A omedelbart fore tiden t,
och sedan kopa en aktie da utdelningen franskilts sa kan vi uppfatta pro-
cessen (S*(A)) ;<x<r som prisprocessen for ett virdepapper. Antag nu att
ett derivat av europeisk typ utbetalar beloppet ¢(S(T)) vid tiden T, déar
g € P. Eftersom ¢(S(T)) = g(S*(T)) sa &r det naturligt att lata storheten

e TR [Q(S*QTTMU(T)”\s*:S*(t)
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definiera derivatets teoretiska virde vid tiden £. Som vanligt ar 7 =T — t.
Den enklaste typen av utdelning ar procentuell utdelning och vi startar
med detta fall. Antag darfor att aktien utdelar beloppet

D =4S(t.)

vid tiden ¢, dér ¢ ar ett i forvig ként tal i intervallet |0, 1[. For att bestimma
portfoljen A antas att aktiepriset beskrivs av en geometrisk Brownsk rorelse
med volatiliteten o fore utdelningen. Det ricker darfor att vilja A som en
portfolj bestaende av (1 — ) aktier. Derivatets teoretiska virde vid tiden ¢
blir lika med v(¢, S(t)) dér

v(t,s) =e ""Eg((1 —0)se""M,(1))], t < t..

Héarav foljer foljande sats.

Sats 1. Antag 6, € |0,1[, n = 0,1,..., N, dar givna tal. En aktie utdelar
beloppet 6,S(t,,—) vid tiden t,, dir n = 0,1,.... N, och tg < 1t; < ... <ty <
T. Fore forsta utdelningen, mellan pafoljande utdelningar och efter sista
utdelningen antages aktiepriset beskriva en geometrisk Brownsk rorelse med
exponentiell drift dar volatiliteten © varje tidsinterval ar lika med o.

Ett enkelt europeiskt derivat i aktien med utbetalningsfunktionen g € P
och slutdagen T har véirdet v(t,S(t)) vid tiden t < ty ddr

g({H(l o (sn)} SerTMU(T))] '

n=0

v(t,s)=e ""E

I nasta steg behandlar vi kontinuerlig utdelning. Antag 6 > 0 ar ett givet
tal och att en aktie utdelar beloppet dS(¢)dt iintervallet [¢,t + dt[ for varje t.
Aktiepriset antages beskriva en geometrisk Brownsk rorelse med exponentiell
drift dar volatiliteten ar lika med o. Betrakta nu ett enkelt europeiskt derivat
med utbetalningsfunktionen g € P och slutdagen T. Beroende pa sats 1
definieras det teoretiska virdet v (¢, S()) vid tiden ¢ < T, av ekvationen

o(t, 5) = T [g(se 7 My (r))]

(jmfr valutaoptioner).
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Ett aktiebolag utdelar ofta ett i forviag bestamt belopp D per aktie vid
en given tidpunkt ¢,. En geometrisk Brownsk rorelse ar vid tiden £, dock
strikt mindre &n D med positiv sannolikhet . Denna svarighet kan hanteras
pa foljande sitt. Vi antar att D < S(t), vilket i praktiken inte &r nagon
begransning, samt att

S(A) = De"A 1, (AN + S(N), t <AL T

dir S(\), t < A < T, betecknar en geometrisk Brownsk rorelse med volatiliteten
0. Vid tidpunkten \ kallas S(\) for den volatila delen av aktiepriset och
De"® )1, ((X) for nuvirdet av utdelningen. Portfdljen A bestar i detta
fall av en aktie och

B(t.)

obligationer. Saledes ar
s* = S(t) — D=1,

Vi far ocksa att S(\) = S*(\), t < A < T. Ett europeiskt derivat med
utbetalningsfunktionen g € P far saledes det teoretiska priset v (¢, S(t)) vid
tiden ¢ dar

u(t,s)=e "B [g((s — De""))e™ M, (1))] .

Om vi vill utnyttja binomialapproximation for att finna ett approximativt
optionspris vid tiden ¢ definieras h = 7/N,

t,=t+nh,n=0,1,... N
och

7)_;\] = g(s*e(Nfzj)U\/ﬁ), j=0,1,...,N.

Darefter berdknas successivt for tidpunkterna ¢,,n =N —1,N — 2,...., 1,0,
motsvarande optionspriser

n __ _—rh n+1 n+1
vy =e "(qu;T 4+ quily)

for y =0,1,...,n, dar



Storheten v approximerar det sokta optionsvirdet.

[ samband med motsvarande amerikanska kontrakt ar det lampligt att
satta upp ett trad for den volatila delen av aktiepriset och darefter till detta
addera nuvirdet av den framtida utdelningen (se t ex [H]). Vi definierar

0 g(s*e("*m”‘/ﬁ + De"tn=t)) om t,, < t,
9; g(s*e(n72j)a\/ﬁ) om t, > t,

for 7 = 0,1,...,n. Lat vidare v}v = g(s,eN"209Vhy i = 0,1,..., N. Direfter

beraknas successivt for tidpunkterna ¢,,,n = N—1, N—2,.....2, 1,0, motsvarande
optionspriser
v} = max(g7, efrh(pv;”] + qul)))

for j = 0,1,...,n. Storheten v) approximerar det sokta optionsvirdet.

Vi avslutar detta kapitel med nagra resultat av allméant intresse i samband
med utdelningar och amerikanska kontrakt.

Forst utreds varfor det inte kan vara optimalt att l0sa in en amerikansk
képoption i intervallet [¢,¢1], dar ¢; < ¢, &r en i forvig given tidpunkt.
Olikheten

C(ty,S(t), K;T) > S(t1) — K

dvs

C(t1,S(t), K;T) > S(ty) —

ger namligen att

O(t, S(t), K;T) > S(t) — B(t) > S(t) — K.

B(t)

Forekomst av utdelning innebar dock att det kan vara optimalt att losa
in en amerikansk kopoption med losenpriset K precis fore utdelningen D
franskiljs. Vid tiden t,, da utdelningen D avskilts, ar

C(t.,S(ty), K;T) = e(ty, S(t.), K;T).
Om optionen inloses vid tiden t,— erhalls beloppet
S(t.—) — K.
Harav foljer att

C(t.—, S(t.—), K:T) = max(S(t, ) — K, c(t.. S(t.), K: T)).
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Genom att utnyttja relationen
S(ti—) = S(t.)+ D
erhalls
Ot—, S(t.—), K;T) = max(S(t,) — (K — D), e(t,, S(t.), K: T)).

Eftersom

— =®(d 1
0s (di) <

foljer att det finns hogst ett positivt tal s¢ sadant att

S(ty) — (K — D) > ¢(t., S(t.), K;T)) om S(t,) > s¢
och

S(t.) — (K — D) < ¢(ty, S(t.), K;T)) om S(t,) < sc.

Rakar
S(t**) >sc+ D

ar det darfor optimalt att 16sa in den amerikanska kopoptionen vid tiden
t. —. Om
D<K(l-e™)

dar 7, =T — t,, sa ar det inte optimalt med inlosen vid tiden t,— hur stort
S(t.—) én &r. I detta fall 4r ndmligen

S(t,) — (K — D) < S(t,) — Ke™'™
och
C(t*a S(t*), K; T)) =e "E [maX(O, se’™ M, (T*) - K)]‘S:S(t*)

= E [max(0, sM,(7.) — e "™ K)] > E [sM,(1.) — ¢ "™ K)]

[s=S(t«) [s=5S(t«)

=S(t,) — Ke ™

varfor

S(t,) — (K — D) < e(t., S(t.), K;T)).

Vi har har utnyttjat att F [X] > 0 for varje stokastisk variabel X som upp-
fyller X > 0 och ej ar lika med noll med sannolikheten 1.
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Vi har redan i kapitel 1 papekat att det kan vara optimalt att losa in
en amerikansk saljoption fore slutdagen. Betrakta nu en amerikansk ak-
tiesaljoption med slutdagen 7" dar aktien utdelar beloppet D vid tiden ¢, < T.
Vi skall visa att det ej &r optimalt att 16sa in denna option i intervallet |¢y, t.[
dar ty < t, viljs sa att

D> K(ert=t) _ 1),

Det riacker darfor att for ett godtyckligt ¢ € |to, t.[ visa att P(¢,S(t), K;T) >
K — S(t). Antag darfor att P(¢, S(t), K;T) = K — S(t) och bilda vid tiden
t en portfolj A bestaende av 1 sdljoption av det aktuella slaget, 1 aktie och
—K/B(t) obligationer. Det géller att

Va(t) = (K = S(t)) + S(t) — K = 0.

Genom att 16sa in optionen omedelbart efter utdelningen franskilts aktien
foljer att

me:D+K—é%mm:

D+ K(1—e" ) > D+ K(1—el")>0

och det uppstar ett arbitrage. Alltsa ar P(t,S(t), K;T) > K — S(t) och det
ar darmed ej optimalt att 16sa in séljoptionen i tidsintervallet ]to, t.] .

Ovningar

1. Lat t < t, < T och antag att aktien utdelar beloppet 65 (¢,—) vid tiden
t. dar § &r ett i forvig ként tal i intervallet ]0,1[. Bestdm vérdet vid
tiden ¢ for ett derivat i aktien som utbetalar beloppet S(7") vid tiden
T.

2. Lat t < t, < T och antag att aktien utdelar beloppet §S(t,—) vid tiden
t, dir § &r ett i forvig kédnt tal i intervallet |0, 1]. Visa att

SE. () = (1 —0)e"S(t).

Hur andras formeln om det istillet ar fraga om utdelning av ett fixt
belopp D?
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. En aktiekopoption av europeisk typ har slutdag den 17 maj och losenpris
99 kr. Den 17 mars star aktien i 100 kr och aktien delar ut 3 kr och 50
ore den 17 april. Bestdm teoretiskt pris for optionen den 17 mars da
rantan ar 5% per ar och volatiliteten 31% per ar.

. En forwardstartande aktiesdljoption av europeisk typ utbetalar belop-
pet max(0, S(Ty) — S(T)) slutdagen T. Bestam séljoptionens pris vid
tiden ¢, da aktien utdelar beloppet 6S(¢t,—) vid tidpunkten t,, dar
To<t,<Toch0O<d<l1.

. Ett aktiederivat av europeisk typ utbetalar slutdagen 7" beloppet
max(S(T), K)

dar K ar en given positiv konstant. Aktien utdelar det kinda belop-
pet D vid tiden t, < T. Bestam derivatets varde vid tiden ¢t < ft,
(aktiepriset vid tiden ¢ &r strikt storre dn D).

. En viss konvertibel kan bytas mot en aktie vid varje tidpunkt ¢ € [0, T.
Om byte till aktie ej skett vid tidpunkten 7" inloses konvertibeln och
innehavaren erhaller beloppet K. Beskriv hur konvertibelns varde tiden
vid tiden ¢ < T kan bestammas da aktien ger utdelningen D vid tiden
t, € t,T7.
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