Kapitel 2

Mangdlara

2.1 Maingder

Vi har redan sttt pa begreppet méngd. Med en mdngd menar vi
en vildefinierad samling av objekt eller element. Ordet "véldefinie-
rad” syftar pa att man for varje tdnkbart objekt = otvetydigt skall
kunna avgéra om x hor till méngden eller ej. Att bara siga att
en mingd dr en samling element &r inte s problemfritt som man
skulle kunna tro; vad som ser ut att vara en méngd kan istéllet
vara en paradox pa samma sidtt som "pastiaendet” "detta pastaen-
de dr falskt” adr en paradox och inte en logisk utsaga. Ett problem
ligger i att elementen i en méngd sjdlva kan vara méngder. Ibland
kan en méngd till och med vara ett element i sig sjdlv. Man kan
till exempel tdnka sig méangden av alla méngder. Med detta som
grund kan man skapa paradoxer. Bilda till exempel "méngden” A
som méangden av alla méngder som inte &r element i sig sjélva. Mer
precist: A &r mangden som bestar av alla méngder B som #r sada-
na att B inte dr ett element i B. Lat oss nu fraga oss om A sjilv ar
ett element i A. D& far vi en paradox: Om A inte tillhor A, sa foljer
att A tillhér A per definition av A. Om A tillhor A, s foljer att
A inte tillhér A av samma skil. Paradoxer av denna typ utveck-
lades under senare delen av 1800-talet av den italienske logikern
Burali-Forti och senare ocksa av Bertrand Russell. Detta pakalla-
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de en utveckling av mangdldran som ett axiomatiskt system dar
paradoxer undviks. Det finns flera olika sddana system: Zermelo-
Fraenkel-von Neumann-systemet, Gédel-Hilbert-Bernay-systemet,
Russell-Whitehead-systemet. Vi gar i den har framstéllningen inte
in pa nagot av detta utan sopar problemet med en rigorés defini-
tion av mangdbegreppet under mattan genom att helt enkelt siga
att en méingd &r en vildefinierad samling element. Vi kommer inte
att stota pa problem pé grund av detta.

Maéngdlaran kan, liksom logiken, egentligen inte ségas vara en del
av matematiken utan &r, ocksa liksom logiken, en forutsittning
for matematiken. De dr bada en del av matematikens struktur och
sprak. Vi har redan sett att midngdbegreppet dyker upp i en del
av matematikens axiom.

Det enklaste séttet att ange en (inte alltfor stor) mangd &r att helt
enkelt lista deras element inom klamrar. Exempelvis ar {1,2, 3}
méngden som har talen 1, 2 och 3 som element, medan {Maria,
Anna, Peter, Goran} #r méngden som har namnen Maria, Anna,
Peter och Goran som element. Mangder &r dock ofta stora eller till
och med odndliga och d& brukar man ange dem genom att utnyttja
ett monster eller helt enkelt tala om vilka element méngden har.
Exempelvis kan méngden Z, av alla positiva heltal anges som

{1,2,3,4,..}

eller helt enkelt bara som just "méngden av positiva heltal”. Ett
annat exempel dr méngden av bokstiver i det svenska alfabetet
som vi kan ange som

{a,b,c,...,7,4,4,6}.

Ett tredje exempel dr méngden av alla svenska medborgare, en
mingd som knappast kan anges pa annat sétt. I dessa exempel ser
vi méngder som anges av att deras element har en viss egenskap, E.
Ett annat sétt att skriva en sddan méngd &r {z : z har egenskapen
E}. Som exempel kan vi ta att Z; = {x : x dr ett positivt heltal}.

Man brukar anvinda versaler A, B, C' etc som namn pa méngder.
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Om z &r ett element i méngden A s& skriver man
reA

vilket utldses som att "z tillhér A”. Om z inte &r ett element i A
sd skriver man x ¢ A (d.v.s. © € A &r ekvivalent med —[zx € A]).
For att koppla ithop detta med logiken noterar vi att x € A ar ett
predikat, d. v. s. for varje objekt x géller att = € A ar ett pastiende
med ett vildefinierat sanningsvérde.

Exempel 2.1. Det finns ett antal talmédngder som anvénds ofta i
matematiken och som darfor fatt vedertagna och fasta beteckning-
ar som dr bra att kidnna till. Vi kommer att anvinda dem flitigt
framover. Har foljer en lista dver de viktigaste:

= mangden av reella tal,

= mangden av komplexa tal,

= maéngden av rationella tal,

méngden av heltal = {...,-2,-1,0,1,2,...},
méngden av positiva heltal = {1,2,3,...},

R
C
Q
7

Ly
N méngden av naturliga tal = {0,1,2,...},
) = den tomma mingden = {}.

O

Vi avslutar avsnittet med en praktisk beteckning. Om A &r en adnd-
lig méngd sd betecknar man antalet element i A med |A|. Utsagan
att A &r en odndlig méngd kan man da kort skriva |A| = co. Obser-
vera ocksé i det hiar sammanhanget att ett element kan inte "finnas
med flera gnger” i en méngd, s& att t.ex. ar [{1,2,3,2,1}| = 3.

2.2 Delmangder

Definition 2.2. Om A och B dr méngder sddana att det for alla
x géller att x € A = x € B, sa séger vi att A &r en delmdngd av
B och att A &r innehdllen eller inkluderad i B och vi skriver

ACB.
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Om det bade géller att A C B och B C A, s& séger vi att A= B.
Om A ar en delméngd av B och A # B, s séger man att A ar en
dkta delmiangd av B och skriver A C B.

Anmairkning 2.3. Av definitionen for delméngd sa foljer det att
AC Boch BCA,d.v.s. A= B, om och endast om det for alla
x giller att x € A= 2 € Boch z € B= 2 € A. Med andra ord
sd ar A = B om och endast om vz € A<z € B.

I en del bocker betecknar symbolen ‘C’ delméngd och inte &kta
delméngd, sa man bor vara lite uppmérksam pa vad som avses. o

Hur gor man da for att visa att en miangd A &r en delméngd i en
annan méangd B? Jo, man kan anvinda definitionen direkt genom
att ta ett godtyckligt element i A och sedan visa att det ocksa finns
iB.

Exempel 2.4. Vi anvinder talmingderna i exemplet ovan till att
illustrera delméngdsbegreppet. Forst ser vi att § C A for alla
mingder A, eftersom x € () aldrig dr uppfyllt sd x € ) =z € A
oavsett vad A &r. Sedan inser vi att vi har féljande inklusioner:

Zy CNCZcQcRcC.

Att Q &r en dkta delmingd till R &r inte sjilvklart. Det &r inte
uppenbart att det finns reella tal som inte kan skrivas som kvoten
mellan tva heltal. Mot slutet av kapitel 5 om heltalen kommer vi
att kunna visa detta. 0

Man har ofta anledning att betrakta speciella delméngder av de
reella talen, ndmligen intervall. Ett intervall & méangden av tal
mellan nagot minsta virde och nagot storsta virde. Beroende pa
om man menar att de tva grinspunkterna ska inga i intervallet
eller inte formuleras detta pa olika satt: Lat a och b vara tva reella
tal sddana att a < b. Vi definierar d ett slutet intervall [a, b] som
méngden

[a,b] ={z € R:a <z <b},
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och ett oppet intervall (a,b) som méangden
(a,b) ={r eR:a <z <b}.

Med andra ord: Hakparentes betyder "ta med grénspunkten” me-
dan vanlig parentes betyder "ta inte med granspunkten”. Med den
principen kan man ocksa konstruera de varianter dir den ena
granspunkten finns med men inte den andra, d.v.s.

[a,b) ={zr € R:a <z <b}och (a,b] ={z € R:a <z <b}.
Andra intervall ar sddana som bara dr begrdnsade at ena héllet:
(—o0,al ={x €R:x <a}ochla,oc0)={zeR:z>a}l,

vilka ocksa forstas forekommer med vanlig parentes vid a’et med
precis den betydelse man tror.

I manga sammanhang &r det naturligt att se de méngder man arbe-
tar med som delméngder till nagot universum, U. Om till exempel
K ar méngden av konsonanter i det svenska alfabetet och V &r
mingden av vokaler dr det naturligt att se dessa som delméngder
av mangden U av alla bokstdver. Om man arbetar med méngder-
na Z, Z4 och Q &r det naturligt att se dessa som delméngder av
méngden U = R. | fortséttningen kommer vi alltid att se méngder
som delméngder till ett universum.

2.3 Mangdoperatorer

Precis som inom logiken sa finns det ett antal operatorer pa méang-
der. Som vi kommer att se sa finns det ett mycket intimt sam-
band mellan logikoperatorerna och méngdoperatorena. Lat A och
B vara tva delméngder till ett universum U. Vi definierar foljande
méangdoperatorer:

e Snitt: ANB={x:2x€ AANx € B},
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e Union:t AUB={x:x€ AVx € B},
e Mingddifferens: A\ B={z:2 € ANz ¢ B},
e Komplement: A°=U\ A,
e Symmetrisk méngddifferens: AAB = (A\ B)U (B '\ A).
U U U
A B A B
Snitt Union Mingddifferens

Komplement Symmetrisk midngddifferens

Figur 2.1: De olika mé&ngdoperatorerna.

Ett annat ord for “snitt” dr “skdrning”. For att ordentligt ta till sig
vad olika méngdoperatorer verkligen innebdr har man mycket hjilp
av illustrationer, sa kallade Venndiagram. I figur 2.1 illustreras de
ovan definierade mangdoperatorerna; de skuggade omradena anger
resultatet av respektive operator.

Négra viktiga rdkneregler for méngdoperatorerna ges i tabellen
nedan. Jamfor denna med tabellen pa sidan 13 med riakneregler

for de logiska operatorerna. De paminner en del om varandra, eller
hur?
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Alla riakneregler i tabellen utom den sista, A\ B = AN B¢, har en
motsvarande regel i tabellen pa sidan 13. For att bevisa rdknereg-
lerna fér mangdoperatorer sa kan man utnyttja dess motsvarighet
i logiktabellen. Dessa har vi ju redan bevisat s& de kan vi anvinda
for att visa nya satser. Vi bevisar den férsta av deMorgans lagar,
(ANB)¢ = A°U B¢, och lamnar de 6vriga som har en motsvarande
regel i tabellen pa sidan 13 som &vning. Alla bevisen foljer exakt
samma monster.

Tabell 2.1: Rikneregler inom méangdlaran.

Regel Namn
AnU=A identitet

AU =A

AUuU =U dominans
AND=10

AUA=U

ANA =0

AUA=A idempotens
ANA=A

(A=A dubbelt komplement
AUB=BUA kommutativitet
ANB=BnNA

(AUB)UC =AU (BUC) associativitet
(AnB)NC=ANn(BNCQC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | distributivitet
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

(ANB)¢ = A°U B¢ deMorgan
(AUB)¢ = A°n B¢

A\ B=AnNB°
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Vi paminner forst om att for att visa (AN B)¢ = A°U B¢, sa
giller det att visa att x € (AN B)¢ < x € A°U B¢ for alla x.
Lat x vara ett godtyckligt element i ett universum U. Genom att
utnyttja definitionerna av mangdoperatorerna och den forsta av
deMorgans lagar for de logiska operatorerna sa far vi:

r€(ANB) & —(x€ ANB)e -~(r€ ANz € B)
& S(reA)Va(zreB)saxe AV e B
& xe AU B

Eftersom x var godtyckligt valt sa géller slutsatsen for alla  och
det ar ddrmed bevisat att (AN B)¢ = A°U B°.

Den sista ridkneregeln i tabellen har ingen direkt motsvarighet ef-
tersom vi inte definierat nédgon motsvarande logisk operator for
méangddifferens. Vi ger dérfor ett bevis ocksa av denna. Vi ska visa
att A\B=ANDB° d.v.s. x € A\ B om och endast om =z € AN B¢
for alla z. Villkoret 2z € A\ B betyder per definition z € AAx ¢ B.
Eftersom x ¢ B per definition av komplement betyder z € B¢ s&
ar detta ekvivalent med x € A Az € B¢ Detta i sin tur ar just
betydelsen av x € AN B€. Eftersom z var ett godtyckligt valt ele-
ment s giller for alla x att x € A\ B < x € AN B°. Diarmed ér
det bevisat att A\ B = AN B°.

Innan man bérjar forsoka bevisa (eller ge motexempel till) ett pa-
staende om att tvd méngduttryck ar lika ar det en god idé att
overtyga sig sjilv om att péastiendet dr korrekt (eller felaktigt).
Det &r d& en god hjilp att konstruera tva Venndiagram dar man
ritar den vénstra méngden i det ena Venndiagrammet och den
hogra i det andra. Om de tva bilderna visar sig illustrera samma
méngd dr detta atminstone en god indikation pa att pastaendet &r
korrekt, medan tva bilder som visar pa olika méngder i sig utgor
ett motexempel mot pastaendet. I figur 2.2 illusteras den andra av
de distributiva lagarna i tabellen pa sidan 45. Den vénstra bilden
har A och B U C ljust skuggade, medan A N (B U C) ar morkt
skuggad. Pa den hogra sidan dr méngden (AN B)U(ANC) morkt
skuggad. Man ser att de morkt skuggade méngderna pa de bag-
ge bilderna stimmer 6verens. Alltsa verkar det som om att den
pastadda likheten ar korrekt.
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Figur 2.2: Den fjarde likheten fran slutet i tabellen pa sidan 45
illustrerad med hjélp av Venndiagram.

Det ar frestande att ocksa tro att om den pastadda likheten géller
for bilderna sa géller den ocksa generellt, men tyvirr ar bilderna
bara ett exempel pa hur de ingdende mangderna skulle kunna se
ut, medan pastaendet géller for alla ténkbara ingdende méngder.
Ett rigordst bevis maste besta av observationer som géller oavsett
hurdana de involverade mingderna rakar vara. Darfor &r ett bevis
dér man enbart anvinder definitionen av operatorerna och logik
definitivt att foredra om man vill kinna att man har helt torrt
under fotterna. Bevis som bara utnyttjar bilder ska man alltid vara
kritisk till. Bilder &r utmérkta som illustration, men det ar 14tt att
lata sig luras av en bild. Logiska argument kan man déremot alltid
kontrollera om de &ar korrekta.

En ytterligare méngdoperator som vi kommer att f4 anledning att
anvinda oss av dr den s. k. kartesiska produkten av tva mingder:
Lat A och B vara méngder. Da ar den kartesiska produkten, Ax B,
den méngd som har som element alla ordnade par (a,b) sddana att
a € A och be B. Med andra ord

AxB=1{(a,b):ac ANb € B}.
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Termen ordnat par betyder helt enkelt att ordningen spelar roll, sa
att (a,b) = (¢,d) om och endast om a = ¢ och b = d. Till exempel

ar (0,1) # (1,0).
Exempel 2.5. 1. Talplanet R? &r den kartesiska produkten

RxR={(z,y) :z € RAy € R}
2. Om A = {Nils, Roy} och B = {Anna, Sofie}, s& &r

A x B = {(Nils,Anna), (Nils,Sofie), (Roy,Anna), (Roy,Sofie)}

Observera i det forsta exemplet att man skiljer pa paret (z,y) och
paret (y,x); de svarar ju mot olika punkter i planet. En konsekvens
av detta dr att man i allménhet maste skilja pd paren (a,b) och
(b,a). Speciellt om A och B ir olika mingder, s blir A x B och
B x A olika méngder.

Innan vi lamnar detta kapitel bor vi slutligen kinna till potensméng-
den, P(A), som ar mdngden av alla delmdngder till A. Det hir ar
det forsta exempel vi stéter pa diar en méngd har element som sjél-
va ar méngder. Detta &r inget som bor skrimma oss; att méngder
ar element i en méingd dr inte konstigare &n att bilar eller ménni-
skor eller tal ar det.

Exempel 2.6. 1. Om A = {1,2,3} sa ar
P(A) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.
2. Om B = {banan, #pple} sa ér

P(B) = {0, {banan}, {dpple}, {banan,ipple}}. .

I samband med detta &r det pa sin plats att papeka att méngder
som bara innehéller ett enda element inte ska sammanblandas med
elementet sjélvt. Se till exempel pa det forsta exemplet. T P(A)
finns méngden {1} med som element, men detta betyder inte att
talet 1 finns som element i denna méngd; talet 1 &r inte samma sak
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som méngden {1}. En bra liknelse &r observationen att “en lada
som innehaller en hatt &r inte samma sak som en hatt”.

Lat oss observera att om A dr en dndlig médngd med n element,
d.v.s. |A] = n, s& innehaller P(A) precis 2" element. Detta foljer
av att om man ska vélja ut en delméngd B till A s har man for
varje element a € A tva val; ta med a i B eller ta inte med a 1 B.
Eftersom man har detta val for varje a i A betyder det ndr man
gar igenom elementen i A finns det totalt 2" vigar att ga. Var och
en av dessa svarar mot olika delmingder B. Saledes finns det 2"
olika delméngder till A.

2.4 Sammanfattning

Med en mdangd menar vi en vdldefinierad samling av objekt eller
element. Ordet "valdefinierad” syftar pa att man for varje tdnkbart
objekt x otvetydigt skall kunna avgdéra om x hor till méngden eller
ej. Om x ar ett element i mdngden A s skriver man

z€A

vilket utlidses som att 7z tillhor A”. Om x inte ar ett element i A
s& skriver man = & A.

Det enklaste séttet att ange en inte alltfor stor méngd &r att helt
enkelt lista deras element inom klamrar. Mangder som anges av
att deras element har en viss egenskap, E, kan skrivas som {z :
har egenskapen E}.

Viktiga méngder med speciella beteckningar:

C = méngden av komplexa tal,

R = méngden av reella tal,

Q = méngden av rationella tal,

Z = méngden av heltal = {...,—2,-1,0,1,2,...},
Z4 = méangden av positiva heltal = {1,2,3,...},

49



N = méngden av naturliga tal = {0,1,2,...},

() = den tomma méangden = {}.

Definition. Om A och B ar méngder sddana att det for alla x
géiller att © € A = = € B, s& séger vi att A ar en delmdangd av B
och att A &r innehdllen eller inkluderad i B och vi skriver

ACB.

Om det bade géller att A C B och B C A, s séger vi att A = B.
Om A ér en delméngd av B och A # B, sé séiger man att A dr en
dkta delméngd av B och skriver A C B.

Ett intervall & mingden av reella tal mellan nagot minsta virde
och nagot storsta virde. Beroende pa om man menar att de tva
granspunkterna ska inga i intervallet eller inte formuleras detta pa
olika sétt. Ett slutet intervall [a,b] &r méingden

[a,b] ={z € R:a <z <D},
och ett dppet intervall méngden
(a,b) ={r eR:a <z <b}.

Gar dven att ha 6ppet i en dnda och slutet i den andra.

Viktiga operatorer pa méangder &r:

e Snitt: ANB={x:2x€ ANz € B},

e Union: AUB={z:x€ AVzx € B},

Miéngddifferens: A\ B={z:2 € ANz ¢ B},

e Komplement: A°=U \ A,

Symmetrisk méngddifferens: AAB = (A\ B) U (B \ A).
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Méngder och relationer mellan dessa kan illustreras med hjilp av
s. k. Venn-diagram.

Den kartesiska produkten av tva méangder A och B ar
AxB={(a,b):ac ANbe€ B}.

Potensméngden av en miangd A, P(A), ar mdangden av alla del-
mangder till A.

Sats. Om A dr en dndlig mangd med n element, si innehdller
P(A) precis 2™ element.
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Basovningar

Avsnitt 2.1 — 2.2.

2.1 (s) Vilka &r elementen i foljande méngder?

a) {x€Zy:7 <z <12},
b) {z€Zy:x>12N2< T},
¢) {x €Zy 2% >8Nx >8]},
d) {ze€Zy:5<x<9}.
2.2 (s) Lat A =1{0,{1},0,{2,3}}. Vilka av foljande pastaenden
dr sanna?
a) 0 C A4, d) {1} € 4, g) {1,2,3} C 4,
b) Oe4, &) {1}CA,
0 1CA, ) (I CA b {01)eA

23 s)Lat A={2€Z:22=4},B={xc€Z:3<2x<11}och

C = “méngden av alla udda heltal”.
a) Vad &r AU B?

b) Vad ar ANC?

c) Vad ar BNC?

2.4 (s) Lat A = {5,a,32,flodhést,r}, B = {f,l,0,d}, C =
{h,d,s,t} och D = “Méngden av alla bokstiver i svenska
alfabetet”.

Bestim AN Z.

a)
) Bestdm BUC.
)
)

o

Bestim AN C.
Bestdm (BUCUA) N D.

o

o}
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Avsnitt 2.3.

2.5 (s) Lat A = {1,2}.

a) Bestdm potensmingden P(A).
b) Bestdm den Kartesiska produkten A x P(A).

2.6 (s) Om A ar en miangd med med m element och B &r en
méngd med n element, hur manga element finns det da i
A x B? (Med andra ord om |A| = m och |B| = n, vad blir
d& |A x B|?7) Hur manga element finns det i P(A x B)?

2.7 (s) Om AC B, vad blirdda AnB, A\ B och AUB?

2.8 (s) Antag att A\ B ={a,c,k}, B\A={b,f}och ANB =
{s,t,v,z}. Vad ér d& A och vad &r B?

2.9 (s) Antag att |A| = a, |B| = b och |[AN B| = ¢. Vad ar da
|AU B|?
2.10 (w) Lat A, B och C vara delméngder till ett universum U.

a) Illustrera de tre médngderna AN (C'\ B), BN (C'\ A)
och (AAB) N C med Venn-diagram.

b) Motivera att (AN(C'\B))U(BN(C\A)) = (AAB)NC.

2.11 (s) Antag att A, B och C' dr tre méangder for vilka det géller
att |A| = 14, |C| =27, |ANB| =4, |ANC| =6, |BNC| = 16,
|JANBNC|=3och |AUBUC|=41. Hur ménga element
finns det da i B?

Blandade ovningar

2.12 (1) Visa att om P(A) = P(B) sa giller att A = B.

2.13 (1) Bevisa ett par av de likheterna i tabellen pé sidan 45 som
inte bevisades i texten.

2.14 (1) Ar det sant att det for alla méngder A, B och C giller att
AN(B\C) = (ANB)\ (ANC)? Ar det sant att AU(B\C) =
(AUB)\ (AU C)? Bevisa eller ge motexempel.
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2.15

2.16

(w) Lat A, B och C vara tre mangder saddana att A och B
ar disjunkta (dvs ANB =0), |AUBUC| =30, |[A\C| =10
och |B\ C| = 5. Vad &r det hogsta respektive minsta antal
element som C kan innehalla?

(sw) Lat A, B och C vara delméngder till ett universum U.
Vilka av foljande pastaende ar sanna (for alla méjliga val av
méngder A, B, C och U) och vilka dr falska?

a) AAAC=U d) (A\B)\C=A4\(B\C)
b) (AUB)NC = AU(BNC)
¢) AxB=BxA e) (AUB)® = A°U B
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Kapitel 3

Funktioner och relationer

3.1 Funktioner

Begreppet funktion har du sdkert stott pa tidigare, exempelvis
i gymnasiekurser i matematik, fysik och kemi. I en sadan kurs
lar man sig (formodligen) att en funktion &r en regel for att till
ett eller flera tal ordna exakt ett tal. Exempelvis dr funktionen
f(x) = 22 den regel som till varje tal = ordnar talet x2, si att
t.ex. f(4) = 16 och f(v/2) = 2. Ett annat exempel &r funktionen
g(a,b) = a+b+4 som till varje talpar (a,b) ordnar talet a+b+4, s
att t.ex. g(0,0) =4 och ¢g(4.3,7.2) = 15.5. Notera speciellt hir att
de specifika bokstdverna x, a och b ar oviktiga, d.v.s. funktionen
f i exemplet ovan kan precis lika giirna anges via f(c) = ¢? eller
via f(r) = 72 etc, och g kan lika géirna anges via g(j,q) = j +q+4.

Vi ska hér inte dndra pa gymnasiets tolkning av funktionsbegrep-
pet, men vi ska gora det en aning mer allmént och knyta ihop det
med vad vi i Ovrigt har lart oss. Det allmédnna funktionsbegreppet
ar som foljer:

Definition 3.1. En funktion f frédn méingden A till mingden B
ar en regel som till varje element a € A ordnar ett entydigt element

f(a) i B.
Lite 16st sagt: Man stoppar in ett element fran A i f och far ut ett
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element i B. Att f ar en funktion fran A till B skrivs pa symbolisk
form som

f:A—B.

Om man vill beteckna vad som hiander med ett element a kan man
skriva

a— f(a)

vilket utliises som att "a avbildas pa f(a)”. En illustration till funk-
tionsbegreppet finns i figur 3.1.

A f

~_ <

Figur 3.1: En illustration av funktionsbegreppet: Punkterna a, t,
x och z 1 A avbildas p& punkterna f(a), f(t), f(x) respektive f(z)
i B.

Méngden A kallas for f’s definitionsmdngd eller definitionsomrade,
medan méngden B kallas for f’s malmdngd. Om C' ar en delméngd
av A definierar man

f(C)={f(x):xcC}C B,

d.v.s. f(C) &r méngden av alla mojliga virden av f(x) om x far
viljas fritt i C. Man kallar f(C') for bilden av C. Mangden f(A),
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d.v.s. bilden av hela definitionsméngden, kallas for f’s vdrdemdngd
och har ocks& beteckningen V;. Observera att f(A) C B, d.v.s.
virdeméngden dr en delmingd till malméngden. Det finns dock
inget som séger att f(A) = B. (Det kan verka onodigt att halla sig
med en malméngd som &r storre dr funktionens virdeméngd. Det
finns dock flera skil till att ibland gora sa, exempelvis behandlar
man ibland flera olika funktioner som pé ett naturligt sdtt har
samma mélméangd, men inte samma virdeméngd.)

Anmairkning 3.2. Observera att vart funktionsbegrepp &r iden-
tiskt med det som brukar anvindas inom programmering. Defi-
nitionsméngden svarar mot ‘typen’ hos indata och malméngden
svarar mot ‘typen’ hos utdata. 0

Definition 3.3. Tva funktioner f: A — B och g : C — D éar lika,
f =g, om och endast om A = C, B= D och f(x) = g(z) for alla
T € A.

Exempel 3.4. Lat f: R — R och g: R — R med
f(z) = sin(2z) och g(z) = 2sinx cos z.

D& har f och g samma definitionsméngd och samma malméngd
och enligt en vilkind trigonometrisk identitet ar f(z) = g(x) for
alla x € R. Alltsa ar f = g.

Om man déremot sitter fi : [0, 7] — R respektive fo : R — [—1,1]
och

fi(x) = sin(2z) och fa(x) = sin(2z).

s& dr f # f1 and f # fo eftersom antingen definitionsméngd eller
malmingd skiljer sig at. O

Ett vanligt sitt att illustrera en viss funktion &r genom att rita

dess graf. Formellt definieras grafen till en funktion f : A — B
som delméngden

graf(f) = {(z, f(z)) :2 € A} C Ax B.
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Vi avslutar avsnittet med ett antal exempel som illustrerar de nya
begreppen.

Exempel 3.5. Lat A = {Lotta,Maria,Jonas} och 1&t funktionen
f A — R ges av de tre personernas lingd i centimeter, s& att
f(Lotta) = 164, f(Maria) = 176 och f(Jonas) = 179. D& &r
Vi = f(A) = {164,176,179} och exempelvis f({Lotta,Jonas}) =

{164,179}. I figur 3.2 finns f’s graf utritad. 0
Jx)
A
80
‘ o
176 + o
172+
168
164 + ()
160 +
L(itta Mziria JoLaS =

Figur 3.2: Grafen till funktionen given av Lottas, Marias och Jonas
léngd.

Exempel 3.6. Lat f: R —>Rochg: R —>Rgesav f(z)=z+5
och g(x) = 2% — 1. D& &r

Vi=f(R) =R,

eftersom ekvationen f(z) = y har 16sning x oavsett vad y &r. Vi
har ocksa

‘/9 = g(R) = [—1,00),
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ty o2 antar exakt alla ickenegativa reella tal. Exempel pa bilder av
delméngder till R &r

f([0,00)) = [5,00),
9((0,1)) = (=1,0),
9(Z) = {—1,0,3,8, 15,24, 35, ...

Delar av de funktionernas grafer finns i figur 3.3 O

Figur 3.3: Delar av graferna till funktionerna f(x) = = + 5 och
g(x) =2% - 1.

Exempel 3.7. Antag att det i familjen Perssons fruktskal ligger
en banan, ett dpple och ett pdron. D4 kommer syskonen Elsa och
Mattias och tar for sig sa att Elsa far bananen och péronet me-
dan Mattias far dpplet. Detta kan beskrivas av en funktion dar
definitionsméngden utgors av de tre frukterna och dér funktionens
varde for en viss frukt ges av den person som #ter upp den. Med
andra ord: f: A — B diar A = {banan, dpple, piaron}, B = {Elsa,
Mattias}, f(banan) = Elsa, f(dpple) = Mattias och f(péron) =
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Elsa. Grafen till en funktion av detta slag kan man ge i tabellform,
se figur 3.4. o

fix) Elsa Mattias

banan .
dpple .
péaron .

Figur 3.4: Grafen till funktionen given av konsumtionen av familjen
Perssons fruktskal.

Exempel 3.8. Lat A vara méangden av alla utsagor. Lat f(p),
p € A, vara p’s sanningsvirde (i ett givet sammanhang). Da &r
f en funktion fran A till mangden B = {S,F}. Observera att
vi i kapitlet om logik for att forenkla nigot identifierade utsagan
med dess sanningsvirde. Det dr mer formellt korrekt att som hér
betrakta utsagorna som en méingd A och anvinda véar funktion att
beridkna dess sanningsvirde.

For varje par, (p,q), av utsagor, sitt g(p,q) = p A q. D& ar g en
funktion med A x A som definitionsméngd och A som malméangd.q

3.2 Injektivitet, surjektivitet, bijektivitet och
invers

Om man vill, kan man ténka pd en funktion f : A — B som en
"maskin” dir man stoppar in ett godtyckligt element a € A och
far ut ett entydigt element f(a) € B. Man kan d& ténka sig att
man skulle vilja kunna kéra "maskinen” bakldnges. Med det menar
vi att om man stoppar in nagot b € B, s& vill man att a € A
saddant att b = f(a) ska komma ut. For att detta ska fungera kravs
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att tva villkor ar uppfyllda; dels att varje element i B finns i f’s
vardeméngd for annars kan man inte hitta nagot sadant a, dels att
det for varje b € B bara finns ett element a € A med f(a) = b
for att a ska vara entydigt. Dessa tva viktiga egenskaper kallas for
surjektivitet och injektivitet. Har foljer de formella definitionerna:

Definition 3.9. Lat f: A — B. Om f(A) = B, sé séges f vara
surjektiv. Om det for alla par aq, as av element i A géller att

ar # az = f(a1) # f(a2),

sé sdges f vara injektiv. Om f &r bade surjektiv och injektiv s& &r

f bijektiv.

Diskussionen fore definitionen mynnade alltsa ut i att for att man
ska kunna “koéra maskinen bakldnges” krévs att f &r bijektiv. No-
tera ocksd att om f: A — B inte ar surjektiv, d.v.s. f(A) C B,
sd kan man alltid minska malméngden fran B till f(A) och fa en
surjektiv funktion.

Innan vi tittar pa ett par exempel sa kommer hir ett par allmédnna
rad i konsten att undersoka om funktioner ar injektiva respektive
surjektiva. For att visa att en funktion f : A — B &r surjektiv,
s& tar man ett godtyckligt element b € B och visar pa nagot sétt
att det finns a € A sddant att b = f(a). (Hur visar man att en
funktion inte dr surjektiv?) Nér det galler injektiviteten sa ar det
oftast enklast att gdra ett kontrapositivt bevis, d.v.s. visa att

f(al) = f(ag) = a] = as.

Exempel 3.10. Lat A = {0,1,2} och B = {2,3,4} och lat f :
A — B ges av att f(0) = 2, f(1) =4, f(2) = 2. Da &r f varken
surjektiv eller injektiv, ty f(A) = {2,4} C B och f(0) = f(2). Om
man betraktar f som en funktion fran A till {2,4} blir den dock
surjektiv i enlighet med observationen ovan. O

Exempel 3.11. Funktionen f : R — R ges av f(z) = 2z — 5.
Ekvationen f(z) =y, d.v.s. 2z —5 = y, har 16sning = (y+5)/2.
Det betyder att for alla y € R s& finns x saddant att f(z) = v.
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Med andra ord dr f(R) = R sa f #r surjektiv. Ar f dven injektiv?
Antag att f(x1) = f(x2) for reella tal z1 och xo. DA ér alltsd

21’1—5:21‘2—5,

vilket medfor att 2x1 = 2x9 sd att z1 = xo. Eftersom z1 och zo
var godtyckligt valda har vi visat att for alla 21 och zo géller att

f(x1) = f(x2) = 21 = 29,

vilket &r ekvivalent med att z1 # xo = f(x1) # f(z2). Saledes
har vi visat att f dr injektiv. Eftersom f ocksd ar surjektiv &r den
alltsa bijektiv. O

Exempel 3.12. Lat f:[0,00) — R ges av

1

o) =y

Funktionen dr injektiv ty antag att f(z) = f(y). Da géller
l+z+2®=1+y+y°

d.v.s.
T —y+ 2 — y2 =0

och eftersom x2 — y? = (v +y)(x — y), sa giller

z—y+(@+y)(z—y)
= (z—y)(l+z+y)=0.

x—y+x2—y2

Men om produkten &r 0 maste en av faktorerna vara 0. Den andra
faktorn kan dock inte vara 0, eftersom funktionen bara ar definierad
for ickenegativa reella tal sé att © > 0 och y > 0. Saledes foljer det
att t —y =0, d.v.s. £ = y som Onskat.

Funktionen dr dock inte surjektiv, ty 142 42 > 1 med likhet da
r =0sa f(x) < 1. Dessutom antar 1 + 2 + 2 alla viirden storre
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an 1 sd f(x) antar alla positiva viarden storre &n 0. Dérmed ar
f([0,00)) = (0,1] # R. Om vi istéllet betraktar f som en funktion
fran [0, 0o0) till (0, 1], s& blir den surjektiv. Eftersom den var injektiv
blir den i sa fall d&ven bijektiv. 0

Bijektivitet dr alltsa precis den egenskap som krivs av en funktion
for att den ska kunna "koras baklédnges”. Mer formellt sdger man
att om f : A — B &r en bijektiv funktion s& har f en invers
g: B — A som ges av att

flz)=y &gy =

Inversen till f brukar betecknas med f~!. Med andra ord: Inversen
f~% 4r en funktion fran B till A som ges av att f~'(y) = x da
f(z) =y (figur 3.5 illustrerar). En synonym till bijektiv som ofta
anvinds ar helt naturligt inverterbar.

Figur 3.5: Inversen till en funktion.

Exempel 3.13. Vi bestimmer inversen till funktionen f(z) =
2z — 5 som vi i ett exempel ovan sag var en bijektiv funktion
fran R till R. Fér att bestimma f~!(y) ska vi bestdmma, for vilket
x som f(x) dr just y, d.v.s. 16sa ekvationen f(x) =y som i detta
fall blir

20 — 5 =1y.
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Denna har vi redan 16st och vi fick ju att z = % Alltsa &r

B Yy+5

) ==

Eftersom sjilva bokstaven y som vi anger funktionen med &r ut-
bytbar kan vi om vi vill byta ut den mot (till exempel) = och har
att f~1 &r den funktion fran R till R som ges av

_r+5

ey =1 :

Exempel 3.14. Lat oss ocksa bestdmma inversen till funktionen
som dok upp i det tredje exemplet ovan. Nu ar ju den funktionen
inte surjektiv sa den saknar invers. Dock &r den ju bijektiv om vi
minskar mélméngden och betraktar den som funktion f : [0, 00) —
(0,1] sa 1at oss gora det. Da #r inversen f~! den funktion fran (0, 1]
till [0,00) som ges av att x = f~1(y) dr 16sningen till ekvationen
f(z) =y. I detta fall far vi ekvationen

1
Y s¥+r+l--=0.
Y

T 1l4aota?

Denna andragradsekvation har den allm&nna l6sningen

1 1
R WY i
2 y 4

men eftersom inversens malméngd &r de ickenegativa reella talen
ar vi bara intresserade av den ickenegativa I6sningen. Vi far att

, y € (0,1].

< | =
>~ w

Notera hir att 1/y > 1, sé

1 3_ /[ 3 vﬁ 1
%2> 12—/ ==
y 47 4 4 2
och vi far ett icke-negativt tal. O
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3.3 Sammansatta funktioner

Antag att f dr en funktion frén A till B och att g ar en funktion
fran B till nadgon tredje mingd C, d.v.s. det som "kommer ut”
fran f gar att "stoppa in” in g. Man kan da bilda en ny funktion h
fran A till C' genom att for varje © € A sétta

Funktionen h kallas for sammansdttningen av f och ¢ och man
skriver h = go f, d.v.s. man har go f : A — C (se figur 3.6).
Om man anvénder liknelsen med funktioner som maskiner, s& kan
man ténka pa funktionen g o f som den maskin man far om man
kopplar ihop utgéngen pa maskinen f med ingdngen pé maskinen
g.

A B c

h(a)=g(f(a))

Figur 3.6: Den sammansatta funktionen h = go f.

Det &r viktigt att observera att g o f och f o g i regel ar olika
saker. Det dr ju inte sikert att f o g ens existerar bara for att
g o f existerar; det hdnger pa om utgangen till g passar ihop med
ingédngen till f, d.v.s. om A = C. I det allménna fallet géller inte
detta sa det ska snarare betraktas som undantag &n regel att dven
f o g existerar. Aven om bade f o g och go f existerar s& ar de i
allménhet olika.

Exempel 3.15. Lat A vara méngden av alla utsagor, lat g : A X
A — Agesavg(p,q) =pAgochlat f: A— {S, F} ges av att f(p)
ar sanningsvirdet av p. D& &r h = f o g den funktion fran A x A
till {S, F'} som ges av att h(p,q) &r sanningsvirdet av p A q. O
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Exempel 3.16. Lat

A = {Pelle, Lars}
B = {pizza, pasta, kebab}
C = {700,900,1100}.

Lat f : A — B ges av f(Pelle)—pizza, f(Lars)—kebab och lat
g: B — C ges av g(pizza) = 1100, g(pasta) = 900 och g(kebab) =
700. Da dr h = go f funktionen fran A till C' som ges av h(Pelle) =
1100 och h(Lars) = 700.

(Vad betydde detta? Jo, f anger vad kompisarna Pelle och Lars &t
till lunch en viss dag och g anger energiinnehallet i de olika ratterna
som fanns att vilja mellan pa den pizzeria dér de tva kompisarna
at denna dag. Darmed anger h hur mycket energi Pelle och Lars
fick i sig vid lunch.) Vi noterar att sammanséittningen f o g inte
existerar i detta fall. 0

Exempel 3.17. Lat f och g bada vara funktioner fran [0, co) till
[0,00) och ges av f(z) = 22 och g = 1/(1 + z). D& &r

go f(z) =g(f(x)) =1/(1+ f(x)) = 1/(1 +2?).

I detta fall rakar dven f o g vara véaldefinierad och

fog(x) = flg(x)) = g(x)” =1/(1 +z)*.

Vi ser att de tva sammansittningarna i detta fall &r olika funktio-
ner. o

Det ar naturligtvis inte uteslutet att fog och go f rékar bli samma.
Exempelvis sker detta d& A = B = C om antingen f(x) = x eller
g(x) = z. Det kan ocksa ske i andra situationer. Lat exempelvis f
och g vara funktioner fran R till R dir f(z) = 2% och g(x) = 2°.
Da &r bade f o g och go f funktionen z +— z'°. Ett trivialt men
viktigt fall &r nér f : A — B &r bijektiv och g : B — A &r inversen

till f. D& ar bade fog(x) =2 och go f(z) = x.
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Anmairkning 3.18. Funktionen f: A — A som ges av f(z) ==z
kallas for identitetsfunktionen pd A och vi betecknar den med id 4.
Denna har egenskapen att om g: A — A sa giller ju att

fog(x) = flg(x)) = g(x) och go f(x) = g(f(2)) = g(x),

d.v.s. fog=gof=g.
Om g : A — B #r en bijektiv funktion med invers g~ : B — A sa
papekade vi ovan att

go gil(az) =z och gf1 og(z) ==,

d.v.s.

1

gog t=idgoch g log=idy.

Detta ger ett alternativt sitt att karakterisera inversen till en bi-
jektiv funktion g : A — B som en funktion f : B — A sddan att

gof=1tdpoch fog=1ida. O

Ofta vill man sdtta ihop fler &n tva funktioner och det gar alldeles
utmérkt. Om f: A— B, g: B— C och h:C — D si far vi att

ho(gof): A— D och (hog)of:A— D.
Dessutom har vi att

(ho(go f))(z) = h((go f)(z)) = h(g(f(z))),

(hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

Det spelar alltsa ingen roll hur vi sitter parenteserna och vi kan
med gott samvete skriva hogo f. Detta betyder ocksa att vi utan
att stota pa problem kan definiera potens av en funktion f: A — A
som

fP=fof, f2=fofofetc
Exempel 3.19. Lat f: R — R med f(z) = 2. Da &r t.ex.



3.4 Operatorer

Vi har redan tittat pd operatorer pa utsagor (A, V, etc) och ming-
der (N, U, etc) och sedan tidigare kdnde ni ju till operatorer pa
tal (4, -, —, etc). Nu ska vi formalisera begreppet och se att det i
sjalva verket kan betraktas som en speciell typ av funktioner.

Definition 3.20. Lat A vara en godtycklig mangd. En undr ope-
rator pa A ar en funktion f : A — A. En bindr operator pa A ar
en funktion f: Ax A — A.

Mer allmént kallar man en funktion f: A™ — A for en n-ar ope-
rator. I denna framstéllning kommer vi dock endast att se unéra
och bindra operatorer.

En unér operator ar alltsd en funktion som har samma defini-
tionsméngd som malmingd. For en bindr operator giller att defi-
nitionsméngden ar den kartesiska produkten av malméangden med
sig sjdlv. Vi har som sagt redan sett exempel pa sadana funktioner.
Exempelvis ar funktionen f : R — R given av f(z) = 45 en unér
operator pa R. Funktionen g : R? — R given av g(x,y) = v +y—4
ar en bindr operator pa R. Det finns dock andra viktigare och mer
naturliga exempel:

Exempel 3.21. Funktionerna f(z,y) =z +y och g(z,y) =z -y
ar bindra operatorer pa Z4, Z, Q, R och C. Funktionen h(z) = —x
ar en unar operator pa Z, Q, R och C. (Dock ej pa Z. Varfor?)g

Exempel 3.22. Lat A vara méngden av alla utsagor. D ar f(p, q)
pAqoch g(p,q) = pV q exempel pa bindra operatorer pa A. Funk-
tionen h(p) = —p &r ett exempel pé en unir operator pa A. o

Exempel 3.23. Lat U vara en icketom méngd som vi betraktar
som universum och lat B = P(U). For A, B € B, sitt f(A,B) =
AUB, g(A,B) =ANB, h(A,B) = A\ B och i(A) = A°. Da ar
f, g och h exempel pa bindra operatorer pa I3 medan ¢ dr en unér
operator. O
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Exempel 3.24. Lat A vara en godtycklig méngd och lat F vara
méngden av alla unéira operatorer pa A, d.v.s. alla funktioner
f:A— A For f,g € F sa sitter vi

h(f,g9) = fog.

D& ar dven h(f, g) en funktion fran A till A. Dérmed tar h ett par
av element i F som argument och ger ett nytt element i F som
svar, d.v.s. h : F x F — F. Med andra ord ar h en binér operator
pa F. O

Vi ser att i alla exemplen betecknas de bindra operatorerna med
en symbol (+,-,M,V,0,...) mellan sina tva argument. Detta &r
en praktisk konvention som man anvinder for bindra operatorer
i allménhet. Nar vi betraktar en allmén, icke namngiven, binér
operator ska vi beteckna denna med *. Motsvarande konvention
for unéra operatorer ar att sidtta operatorn framfor sitt argument.
En allmén unér operator betecknar vi med ~. Vi ska nu ldra oss
namn pa en del egenskaper som unéra och binira operatorer mer
eller mindre ofta besitter:

Definition 3.25. Lat A vara en méangd, 1at * vara en binar ope-
rator p4 A och 1at ~ vara en unér operator pa A.

1. Ett element e € A ar en identitet for x om e*xa =axe = a
for alla a € A.

2. Antag att e &r en identitet och a € A. Om b € A &r sadant
att a xb = b*xa = e sa sfiger man att b dr en invers till a
m.a.p. *.

3. Tva element a och b kommuterar m.a.p. * om a *b = b * a.

4. Operatorn * ar kommutativ om a och b kommuterar for alla
a,be A

5. Operatorn x ar associativ om det for alla a,b,c € A géller
att ax (b*c) = (axb)*c.
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6. Den unéra operatorn ~ &r en involution om det for allaa € A
giller att ~ (~ a) = a.

Exempel 3.26. Bade + och - dr associativa och kommutativa
operatorer pa Zy, Z, Q, R och C. Talet 0 &r en identitet for +
och talet 1 &r en identitet for -. P4 Z, Q, R och C har alla element
x inversen —z m.a.p. +. P4 Q, R och C har alla element = # 0
inversen 1/x m.a.p. -. Den undra operatorn — &r en involution
eftersom —(—z) = x or alla z. (Vi utnyttjar hiar kunskaper som
man har med sig redan fran grundskolan. I kapitel A gors rigordsa
definitioner av alla begrepp och resultaten bevisas utifran Peanos
axiom enligt logikens inferensregler.) O

Exempel 3.27. De logiska operatorerna A och V dr savél asso-
ciativa som kommutativa bindra operatorer enligt tabellen pa si-
dan 13. Enligt den tabellen framgar det ocksa bl. a. att utsagan S
ar en identitet for A, ty p A S = p for alla p, medan F' r en iden-
titet for V. Den enda utsaga som har en invers m.a.p. A dr S vars
invers &r S sjilvt, ty p Ap~! = S har bara 16sningen p =p~! = S.
Det enda pastaendet som har en invers m.a.p. V dr F' som har sig
sjalv som invers, ty p V p~! = F har bara losningen p =p~! = F.
Negationen — dr en involution. O

Exempel 3.28. T exemplet med universumet U och B = P(U)
ar N och U kommutativa och associativa. Operatorn \ &r dock
varken kommutativ eller associativ ty exempelvis U\ () # 0\ U och
U\(U\U) # (U\U)\U. Méangden 0 &r en identitet fér U och U &r
en identitet for N. Det finns ingen identitet for \. Inverser saknas
i allménhet. Komplementoperatorn &dr en involution. O

Exempel 3.29. Betrakta aterigen médngden F av alla funktioner
f frén en given méngd A till sig sjdlv. Operatorn o &r associativ,
ty for alla z géller att

(holgof)(x) = h((gof)(x)) = h(g(f(x)))
= (hog)(f(z)) = ((hog)e f)(),

men som vi tidigare sett exempel pa dr den inte kommutativ. Iden-
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titetsfunktionen ¢d 4 gor skil for sitt namn, for som vi redan pape-
kat ar

foidg=idaof=f

for alla f € F och idy #r alltsd en identitet m.a.p. sammansétt-
ning. O

Innan vi lamnar detta avsnitt passar vi pa att gora tva enkla ob-
servationer, ndmligen att identiteter &r unika och att detsamma
géller for inverser forutsatt att operatorn ar associativ:

Sats 3.30. Ldt x vara en operator pd en icketom mdngd A. Det
finns hogst en identitet for x i A. Om a € A och * dr associativ,
sa har a hogst en invers.

Bewvis. Antag att e och f #r tva identiteter. D& géller enligt defi-
nitionen av identitet att

e=cxf=],

dér den forsta likheten foljer av att f &r en identitet och den andra
av att e dr en identitet.

Pa snarlikt sétt sa géller att om b och ¢ dr tva inverser till a, e &r
identiteten och * ar associativ att

b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c. 0

3.5 Summasymbolen och besliktade symbo-
ler

Det dr har pa sin plats att lara sig nagra symboler som anvénds for
att forkorta langa uttryck dér samma operator anvinds ett stort
antal ganger. Antag att vi har talen aj,as,...,a100 och att vi i

71



nagot matematiskt uttryck behéver anvinda summan av dem. Da
kan vi skriva

a1 +as + ...+ ago-

Dock inser man nér man skrivit detta nagra ganger att det ar
ett ganska otympligt sétt att skriva pa. Detta ar skilet till att
man infort summasymbolen ) for att istillet kunna skriva pa det
betydligt smidigare séttet

100

>
k=1

Tolkningen av skrivsdttet &r att man ska lata bokstaven k lopa
genom heltalen fran 1 till 100 och for vart och ett av dessa 100
virden pa k liggs termen ay till den summa man ar intresserad
av. Bokstaven k i detta exempel kallas for summationsindex. Valet
av den specifika bokstaven k &r forstés oviktigt, d. v.s. Z}S{ a; och
2711(21 an avser precis samma summa. Huvudsaken ar att indexet
hos termerna stdmmer Gverens med summationsindexet vid sum-
masymbolen pa avsett sitt. (Exempelvis Z}g)l ay, blir bara 100a;
n varierar, men inte k. Detta var férmodligen inte vad man av-
sett.) For att podngtera detta varieras summationsindex friskt i

exemplen som foljer.

Exempel 3.31. Lét oss skriva summan 1+ 2+ 3 + ... 4+ 75 med
hjélp av summasymbolen. Eftersom term nummer m i den aktuella
summan ar just m skriver vi

m=1 O
Ibland &r man intresserad av summor av odndligt manga termer,

d.v.s. summor av typen aj + a2 + as + .... Da anger man helt
enkelt odndligheten som slutmal for summan:

o0
>
k=1
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Vid ytterligare andra tillfdllen &r situationen sadan att termerna
pa ett naturligt sdtt har andra objekt &n heltal som index, d.v.s.
man har nagon méngd M och for varje element ¢ € M finns en
term a;. D& kan man for summan av alla termerna skriva

S

€M

Exempel 3.32. Lat M vara mingden av alla manniskor som be-
talar skatt till den svenska staten ett visst ar och lat a; vara den
skatt som person ¢ betalar. Da anger

D

ieM

statens totala skatteintikt fran privatpersoner detta ar. O

Om man kan tédnkas vara intresserad av summor av manga termer
kan man naturligtvis i andra ldgen istéllet tdnkas vara intresserad
av produkter av manga termer. Aven da finns en kortsymbol: [].
Den fungerar precis som summasymbolen. Exempelvis kan man
skriva produkten 1-4-9-16-...-100 som H,llozl n? och om vi har
ett tal a; for varje j € M kan vi skriva H]EM a; for produkten av
dem.

Nu inser man forstés att detta sdtt att skriva langa uttryck pa
kortform &r mycket mer generellt &n att gélla bara summor och
produkter. Man kan utan problem ersitta addition respektive mul-
tiplikation med vilken kommutativ och associativ operator som
helst. Till exempel gér man det ofta for konjunktion och disjunk-
tion och anvidnder da lite stérre versioner av de tecken man redan
har for dem. Om exempelvis p1, pa, ..., p2o ar logiska utsagor kan
man skriva /\?21 p; for p1 Apa A... Apayo och om man till varje ele-
ment 7 i méngden D har en logisk utsaga g, sa star \/,cp g, for
disjunktionen av dem. I senare kapitel kommer vi att se exempel
pa ytterligare kortformer av detta slag.

73



3.10 Sammanfattning

Definition. En funktion f frdn miangden A till mangden B &r en
regel som till varje element a € A ordnar ett entydigt element f(a)
iB.

Att f dr en funktion fran A till B skrivs pa symbolisk form som

f:A—B.

Om man vill beteckna vad som hinder med ett element a kan man
skriva

ar f(a)

vilket utldses som att ”a avbildas pa f(a)”

Miéngden A kallas for f’s definitionsmdngd, medan mangden B
kallas for f’s malmdangd. Om C' &r en delméngd av A definierar
man bilden av C' som

(@) ={f(x):xcC}CB.

Mingden f(A), d.v.s. bilden av hela definitionsméngden, kallas
for f’s vardemangd.

Grafen till en funktion f: A — B definieras som delméngden

graf(f) = {(z, f(z)) :2 € A} C Ax B.

Definition. Lat f : A — B. Om f(A) = B, sa siiges f vara
surjektiv. Om det for alla par aq, ao av element i A géller att

ar # az = f(a1) # f(a2),

sa siges f vara injektiv. Om f ar bade surjektiv och injektiv sa &r

f bijektiv.
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Om f: A — B ir en bijektiv funktion s& har f en inversg: B — A
som ges av att

flz)=y &gy =

Inversen till f brukar betecknas med f~'. Inversen f~! &r alltsa
funktionen fran B till A som ges av att f~!(y) = x da f(z) =
y. En synonym till bijektiv som ofta anvinds &r helt naturligt
inverterbar.

Antag att f : A — B och g : B — C &r tva funktioner dir f’s
malméingd dr samma som ¢’s definitionsméngd. Sammansdtiningen
h=go f:A— C definieras av att for varje x € A géller att

Aven om bade fog och go f existerar (A=C) sa ir de i allméinhet
olika.

Funktionen f : A — A som ges av f(z) = z kallas for identitets-
funktionen och vi betecknar den med id 4. En funktion g: A — B
och dess invers uppfyller foljande:

1

gog t=idg och g log=idya.

Sammanséttning av funktioner &r associativ, d.v.s.

ho(gof)=(hog)of.

Definition. Lat A vara en godtycklig méngd. En undar operator
pa A &r en funktion f : A — A. En bindr operator pa A &r en
funktion f: A x A — A.

Definition. Lat A vara en méngd, lat * vara en bindr operator
pd A och 1t ~ vara en unér operator pa A.

1. Ett element e € A ar en identitet for x om e*xa =axe = a
for alla a € A.
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2. Antag att e dr en identitet och a € A. Om b € A ar saddant
att a xb = bx a = e sa sdger man att b dr en invers till a
m.a.p. *.

3. Tva element a och b kommuterar m.a.p. * om a *b = b * a.

4. Operatorn * ar kommutativ om a och b kommuterar for alla
a,be A

5. Operatorn * dr associativ om det for alla a,b,c € A giller
att ax (bxc) = (a*b)*c.

6. Den unéra operatorn ~ &r en involution om det for allaa € A

giller att ~ (~a) = a.

Summasymbolen
n
D> a
k=m

tolkas som att man ska lata bokstaven k 16pa genom heltalen fran
m till n och fér vart och ett av dessa virden pa k ldggs termen
ap till summan. Man startar (sd klart) pd 0 ndr man tar forsta
termen. Summan blir 0 om n < m. Pa samma sitt fungerar pro-
duktsymbolen

n
11 o
k=m

med den skillnaden att man startar pa 1 och multiplicerar succes-
sivt med varje ag for k bland heltalen fran m till n. Produkten blir
1 omn<m.

Definition. Lat A och B vara mingder. En relation R fran A
till B ar en delméngd till den kartesiska produktméngden A x B,
d.v.s.

R C A x B.

Om A = B sé séger vi att R &r en relation pg A.
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Definition. Man séger att en relation R p& A ar

e reflexiv om Vo € A : xRx.
e symmetrisk om Vx,y € A: xRy = yRx.
e antisymmetrisk om Vx,y € A: (zrRy NyRz) =z =vy.

e transitivom Vx,y,z € A: xRy NyRz = xRz.

Definition. En relation som &r reflexiv, symmetrisk och transitiv
kallas for en ekvivalensrelation.

Lat R vara en relation pd A och x € A. Fkvivalensklassen av x ges
av

[z] ={y € A: zRy}.

Miéngderna [z] tdcker hela A och for tva olika element x och y i A
giller antingen att [z] och [y] ar lika eller att de &r disjunkta. En
uppdelning av en méngd i disjunkta delméngder som ticker hela
méangden kallas for en partition. Ekvivalensklasserna utgor allta
en partition av méngden A. Omvint sa géller att en partition av
en mangd A ger upphov till en ekvivalensrelation genom att man
siger att tva element dr relaterade om och endast om de &r i samma
delméngd i partitionen.

Definition. En relation R pa en mingd A som &r reflexiv, anti-
symmetrisk och transitiv kallas for en partiell ordning. En partiell
ordning < pé& A kallas for en total ordning om det for alla z,y € A
géller att © < y eller y < . Om A &r en méngd och < &r en par-
tiell ordning pa A, sa séger vi att (A, =) utgor en partiellt ordnad
mangd.

Om (A, <) ar en partiellt ordnad méngd sa séges ett element m €
A vara ett

o minimalt element om det giller for alla a € A att a < m =
a =m.
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e mazimalt element om det géller for alla a € A att m < a =
a =m.

e minsta element om det galler for alla a € A att m < a.

e storsta element om det géller for alla a € A att a < m.

Antag att R; dr en relation fran A till B och att Rg dr en relation
fran B till C. Den sammansatta relationen S = Rj o Ry frén A till
C pa foljande séatt: Man séger att aSc, for a € A och ¢ € C, om
det finns nagot element b € B sadant att aR1b och bRyc.
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Basovningar

Avsnitt 3.1.

3.1 (s) En avstéandstabell &r som bekant en tabell som anger
avstanden mellan olika orter (i hela kilometer). Lat A vara
méngden av orter i denna tabell. Tabellen kan ses som en
funktion fran A x A till N. Hur da?

3.2 (s) Lat M = {1,2,3}. Vilka av f6ljande funktioner &r lika?

fi: M —=Q, fi(z)=1/z,

for M= Q, f2(1) =1, /2(2) =1/2, fo(3) = 1/3,
fa: M —Q, fs(z) =—6/(z® — 62* + 5z — 6),
fi:M = Q, fa(z) =5/(a*+ 3z +1),

f5:Zy = Q, f5(x) =1/,

fe: M =R, fo(x) =1/,

3.3 (s) Lat f och g vara tva funktioner som bada har R som bade
definitionsméngd och méalméangd och som &r givna av

f(z)=2®—1och g(z) =|z+ 1| |z —1].

For vilka x géller att f(z) = g(x) och vad &r det storsta
virdet som |f(z) — g(z)| antar?

Avsnitt 3.2.

3.4 (s) Lat f : R — R ges av att f(z) =3 — 2 dd = > 0 och
f(z) =% da x < 0. Vad &r f(7) och f(—7)? Ange V;. Ange
f((—o00,4]). Ar f injektiv och/eller surjektiv?

3.5 (s) Foljande reellvirda funktioner har alla R som definitions-
méngd och méalméngd. Vilka ar injektiva, surjektiva, respek-
tive bijektiva? Ange invers i de fall d& denna existerar.
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a) f(z)= |z, d) flz)==z+|z|,
b) f(x) =2%+4,
¢) f(z)=2>+6, e) f(x)=xz(zx—2)(x+2).

3.6 (1) Lat A = {n € Z, : n = a® for nagot heltal a}.

a) Visaatt A C Z;.
b) Ange en bijektiv funktion f : Z; — A och dess invers
f_l A — Z+.
3.7 (1) Antag att |A| = a och |B| = b och att f: A — B och
g:B— A

a) Om a < b, vad kan man d& siga om injektivitet och
surjektivitet hos f och hos g7

b) Antag att a = b. Visa da att f ar injektiv om och endast
om f dr surjektiv.

3.8 (s) Vad utmérker grafen av en injektiv funktion?

3.9 (1) Lat A vara méngden av alla andragradspolynom med re-
ella koefficienter och B méngden av alla forstagradspolynom
med reella koefficienter, dvs

A = {f: f:R—R, f(z) =a+bx+cz? abceR}
B = {f: f[:R—R, f(z)=a+bx,a,beR}

Deriwering ar en funktion, D : A — B definierad av
D(a + bz + cx?) = b+ 2cz.

a) Ar D: A — B injektiv?
b) Ar D: A — B surjektiv?

c¢) Har D: A — B invers? Bestdm i sa fall inversen.
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Avsnitt 3.3.
3.10 (s) Bilda fog och gof da f(z) = 22+1och g(z) = 1/(2%+1).

3.11 (s) Lat f : R — Rmed f(z) = z+adéir a € R. Vad ar f"(z)
dan e Z+?

3.12 (sw) Lat A = {a,b,c} och B = {1,2,3,4}. Vi definierar tva
funktioner

f:A— Bmedregeln f(a) =1, f(b) =2 och f(c) =3
och
g: B — A med regeln g(1) = a, g(2) =b, g(3) = coch g(4) =c.

a) Ar f injektiv och/eller surjektiv? Motivera ditt svar.
b) Ar g injektiv och/eller surjektiv? Motivera ditt svar.

c) Bestdm sammanséttningarna fog och go f. Glom inte
att ange definitions- och malméngderna.

d) Ar fogoch gof injektiva och/eller surjektiva? Motivera
dina svar.

Avsnitt 3.4.
3.13 (s) Definiera en operator * pad R genom att sitta
rrxy =22y —x—y+1

Ar * kommutativ?

a)

b) Ar * associativ?

¢) Finns det nigon identitet?

d) Vilka element har en invers och vad &r i s& fall den?

3.14 (s) Lat A vara en méngd med minst tvé olika element. Defi-
niera en operator * via

axb=a.

Besvara samma fragor som i 6vning 3.13. Varfor tillfogade vi
villkoret att A skulle innehalla minst tva element?
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3.15 (s) Lat A vara en godtycklig méangd och lat % vara en operator
pa P(A) given av

C+«D=CAD=(C\D)U(D\QC).
Besvara samma fragor som i 6vning 3.13.

Avsnitt 3.5.

3.16 (s) Berikna och forenkla si langt det gar.

5!
1
k]
3.17 (s) Skri Ll b ednjal
. r1 m mman — — — — — N

5/ SRHV OT SUmIman o 7 e g 4096 E¢ AP

2 k41
3

a) b)

k=—3

av summasymbolen.

1
n+1

s& att summationsindex gar fran 0.

21
3.18 (s) Skrivom »
n=1
3.19 (s) Lat M vara méngden som bestar av talen 2, 4, 7 och 11.
Vad blir 3,37 Vad blir [,y 127
Avsnitt 3.6.

3.20 (1) Lat A vara en mangd med n element. Hur manga relatio-
ner pa A finns det?

3.21 (1) Lat M vara méngden av de svenska namnen pé éarets 12
manader, d.v.s.

M = {januari, februari, mars, ...}.
Lat R vara relationen pa M definierad av
R = {(a,b) € M x M : sista bokstaven i a finns i b}.

Avgor vilka av de fyra egenskaperna reflexiv, symmetrisk, an-
tisymmetrisk respektive transitiv som R har. Motiveringar
krévs i form av bevis att den har egenskapen eller motexem-
pel om den inte har egenskapen.
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Blandade ovningar

3.33

3.34

3.35

(1) Lat f : A — B vara en funktion och lat X och Y vara
delméngder av A. Visa att f(XUY) = f(X)U f(Y) och att
F(XNY)C f(X)N f(Y). Ge ett exempel som visar att det
inte alltid galler att f(X NY) = f(X)N f(Y).

(1) Lat f : A — B vara surjektiv och definiera for varje
YCB

Yy ={zcA: f(x) Y}
(Méngden f~1(Y) kallas for den inversa bilden av Y.) Visa
att det alltid géller att for alla Y C B ar f(f~4(Y)) =Y.

Visa att f~!1(f(X)) = X for alla X C A om och endast om
f ar injektiv.

(w) Vi vet att sammansattningen av tva bijektiva funktio-
ner dr bijektiv. Den hér uppgiften handlar om att understka
omvandningen till detta, d.v.s. vilka slutsatser man kan dra
om f respektive g om man vet att g o f ar bijektiv.

a) Ge exempel pa funktioner f, g och méangder A, B, C
med f: A— Bochg: B — C sadana att go f ar
bijektiv men varken f eller g &r bijektiv, dvs. visa att
ingen av implikationerna

g o f bijektiv = f bijektiv
eller
go f bijektiv = g bijektiv
géller helt allmént.
b) Visa att
g o f bijektiv. = f injektiv
och

go [ bijektiv = g surjektiv.
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3.36

3.37

3.38

3.39

(1) Lat M vara méngden av alla rétvinkliga trianglar vars
kateter har lingder som &r positiva heltal. Tva trianglar i
M anses vara lika om och endast om deras kateter ar lika.
Definiera en funktion f: M — R genom att lata f(T') vara
arean av T'. Avgor om f &r surjektiv och/eller injektiv och

bestam bilden f(M) av f.

(sw) Vi definierar en funktion g : R — R genom

(2) 2—-3z x<0,
€Tr) =
g 2—22 x>0.

a) Motivera att g ar bijektiv.

b) Bestam inversen till g.

(sw) Lat M vara méngden av alla personer som har ett
svenskt personnummer och 1at P, vara méngden av alla po-
sitiva heltal med n siffror, sa t.ex. ar

Py={n€Z:1000 <n < 9999}.

a) Definiera en funktion f : M — Pjs genom att lata
f(z) vara = personnummer med 12 siffror pa formen

'AAAAMMDDXXXX'. Ar f injektiv och/eller surjek-
tiv?
b) Definiera en funtion g : M — Pg genom subtraktionen
g(z) = AAAAMMDD-XXXX

om z har personnumret AAAAMMDD-XXXX. T.ex.
om personen p ar fodd den 1 januari ar 1990 och har
fyra sista siffrorna 4691 s& &r g(p) = 19900101 — 4691 =
19895410. Ar g injektiv och/eller surjektiv?

(sw) Vi definierar en funktion ¢ : R? — R? genom
e(p,q) = (a;b),

dir 22 + ax + b #r det unika andragradspolynom med z2-
koefficient lika med 1 som har p och ¢ som nollstéllen.
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a) Ar ¢ injektiv?
b) Ar ¢ surjektiv?
c) Bestam alla par (p,q) sddana att ¢(p,q) = (p, q).

3.40 (s) En kvadratisk funktion &r en funktion h : R — R given
av h(z) = az? + bx + c for nagra reella konstanter a, b och
c. Lat f(x) = z+1 och bestdm méngden av alla kvadratiska
funktioner g som #r sddana att fog=go f.

3.41 (1) Vi definierar en binér operator x pad R genom
rxy = — 2y + 3zy.

a) Visa att x inte dr associativ?
b) Visa att x inte & kommutativ?

c) Vilka par x,y € R kommuterar med avseende pé *.

3.42 (sw) Lat M = {f : f bijektiv och f: N — N}. Vi definierar
en bindr operator x pa M genom

frxg=fogofltogt

Ar » kommutativ? Motivera ditt svar noggrant.

3.43 (sw) Lat A vara méingden av alla forstagradspolynom med
reella koefficienter, dvs

A={f: f:R—R, f(x) =a+bzx, a,bc R}
Vi definierar en operator, x, pd A genom

(a+ bx) x (c + dz) = (ac — bd) + (ad + be)x

a) Ar operatorn kommutativ?

b) Ar operatorn associativ?

¢) Finns det nigon identitet? Bestam i s fall denna.
d) Vad ar det egentligen for en operator?
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3.44

3.45

3.46

3.47

(s) Lat R vara den relation pa Z% som #r given av att
(a,b)R(c,d) om a + d = b+ c. Visa att detta dr en ekvi-
valensrelation. Med denna relation kan man pa ett naturligt
sitt identifiera varje par (a,b) € Z% med ett element i Z.
Vilket da?

sw) Vi definierar en ekvivalensrelation R pa R? genom:
g
(z1,y1)R(w2,y2) = Fec#0 z1 = cwz och y1 = cys.

Lat E vara méngden av ekvivalensklasser m.a.p. R och lat
[(z,y)] beteckna ekvivalensklassen av (z,y).

a) Visa att

£ omy#£0,

EE {0 T

ger en vildefinierad funktion f : E — R, dvs. att
definitionen inte beror pa vilken representant man véljer
i en ekvivalensklass.

b) Visa att

9([(z,9)]) = =y
inte ger en véldefinierad funktion g : £ — R.
c) Ar funktionen f injektiv?
d) Ar funktionen f surjektiv?

(1) Ge ett exempel pa en partiellt ordnad méngd (A4, <) som
har exakt ett minimalt element som dnda inte &r ett minsta
element.

(w) Lat  vara en associativ operator pa en méngd M. Antag
ocksa att det finns en identitet 0 och att varje element a € M
har en invers —a m.a.p. *. En delméngd P till M kallas for
en positiv méngd m.a.p. x om for alla a,b € M géller att

0e P,
a,be P=axbe P,
aceP= (—a¢PVa=0).
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Vi definierar nu en relation R pa M genom

R ={(a,b) € M*:3p € Ps.a. a=bxp}.

Visa att R ar en partiell ordning pa M.

3.48 (sw) Lat M = {1,2,3}.

a

b

)
)

Ge en relation R p& M sadan att [R| > 3 och R™ =)
for nagot n > 1.

Vad ar det storsta antal element som en relation R pa
M kan innehélla om R™ = () fér nagot n > 1.

Motivera dina svar noggrant!

3.49 (s) Betrakta operatorn sammanséttning, ”7o”, pd mangden av
relationer pa en mangd M.

a

o o o

)
)
)
)

Ar o kommutativ?
Ar o associativ?
Finns det nagon identitet?

Vilka element har en invers och vad ar i s fall den?
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1.18. (b) Vi har redan visat att varje sanningstabell kan fas med
hjalp av = och V. T (a) visade vi att man kan ersétta bada
dessa tva med enbart NAND-operatorn och alltsa kan varje
sanningstabell fas med hjélp av enbart denna.

(¢c) Visa att —p < p&p och pV q < (p&q)&(p&q).

2.2. (a) sant (b) sant (c) falskt (d) sant (e) falskt (f) sant (g)
falskt (h) falskt

23. a) AUB=1{-2,2,4,56,7,8,9,10}
b) ANC =1
)
)

c) BNnC =1{5,7,9}
d) P(A) ={0,{-2},{2},{-2,2}}
24. a) ANZ= {532}
b) BUC ={f,l,0,d,h,d,s,t}
c) ANC =10
d) (BUCUAYND=A{fl,0,d,h,id,s,t,a,r}

2.5. a) P(A)={0,{1},{2},{1,2}}

b) A X P(A) = {(17(2))7 (17{1})7 (17 {2})7 (17 {172})7
(2,0), (2,{1}), (2.{2}), (2,{1,2})}.

2.6. |A x B| =mn och [P(A x B)| =2™".
27. ANB=A, A\B=0och AUB = B.
2.8. A={a,ck,s,t,v,x}, B=Ab, f,s,t,v,x}.
29. [JAUB|=a+b—c.

2.11. 23 element.
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2.12.

2.13.

2.14.

Om A # B finns det ett element z € A som inte finns i B,
eller tvirtom. T det forsta fallet géller att {z} finns i P(A)
men inte i P(B) och i det andra fallet giller det omvinda
forhallandet.

Vi tar det femtonde péstéendet som exempel: z € AN (BU
C)erecANreBUCesrec AN(zxeBVzel)e (e
ANz eB)V(xe ANz eC)sxe(ANB)U(ANC), dir
den andra ekvivalensen foljer av kint faktum om operatorer
med logiska pastaenden.

Den forsta likheten &r korrekt, medan den andra inte alltid
giller. Ett motexempel mot den andra likheten far man om
man sitter A = B = C = {1}. For att visa den forsta:
re AN(B\C) e rxec ANz e B\Corec ANz e BAx &
CesreANreBAzE ANC s re ANBAxzE ANC &
xe(ANB)\ (ANCQO).

2.16 Bara a) ér sann.

Kapitel 3

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Eftersom Ax A = {(z,y) : . € ANy € A} kan vi lata f(z,y)
vara avstandet mellan = och y.

Funktionerna f1, fs och fs ar lika.

De tva funktionerna &r lika da « < —1 eller > 1. T &vriga
fall giller att |f(z) — g(x)] = 2(1 — 22) som blir som storst
2, vilket sker da x = 0.

Funktionen #r surjektiv men inte injektiv. f(—7) = (=7)? =
49, f(7) =3 —-7=—4,V; =R, f((—00,4]) = [-1,00).

a) varken injektiv eller surjektiv, b) varken injektiv eller sur-

jektiv, ¢) bijektiv, inversen dr f~1(z) = (z —6)'/3, d) varken
surjektiv eller injektiv, e) surjektiv men inte injektiv.
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3.6.

3.7.

3.8.
3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

Att A C Z4 ar ju glasklart fran definitionen s man behover
bara visa att det finns ett positivt heltal b som inte ligger i
A. Ett sadant &r till exempel 3 eftersom det inte géller att
3 = a? for nagot heltal a. En bijektiv funktion ar f(a) = a®
var invers dr f~1(a) = v/a.

(a) Eftersom |f(A)| < a < b kan inte f vara surjektiv. P&
samma sétt kan inte g vara injektiv ty om sa vore fallet
skulle det gélla att |g(B)| = |B| = b vilket motséger
att g(B) C A. 1 6vrigt kan vi inte sdga nagot definitivt
utan kdnna till f och g specifikt.

(b) f &r injektiv om och endast om f(z) # f(y) for alla
x # y, 1 detta fall om och endast om |f(A)| = |A| = | B
vilket sker om och endast om f(A) = B d.v.s. om f &r
surjektiv.

Alla punkter pa grafen har olika y-koordinater.
a) Deriveringen &r inte injektiv da t ex D(14+x) = D(x) =
1.

b) Deriveringen ér surjektiv, ty tag godtyckligt polynom
f(x) = a4+ bxr € B. Da giller att derivatan av (den
primitiva funktionen) az + gw2 uppfyller precis

b b
D(ax + 5332) =a+ 2533 = f(x).

c) Eftersom funktionen inte &r injektiv s& &r den inte in-
verterbar och saknar alltsa invers.

fog(x)=f(g(x) = g(2)* +1=1/(1+a%)?+1, go f(z) =
9(f(@)) = 1/(f(2)* +1) = 1/((2* + 1)* + 1).

() =x+an

a) injektiv men inte surjektiv, b) surjektiv men inte injektiv,
¢) go f bijektiv, f o g varken injektiv eller surjektiv.

Béade kommutativ och associativ. Talet 1 ar identitet. Alla
element = # 1/2 har inversen x~! = x/(2z — 1). For 1/2
saknas invers.
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3.14

3.15

3.16

3.17.

3.18

3.19.

3.20

3.21

3.22.

. Associativ men inte kommutativ. Identitet saknas och dér-
med dven inverser. Om méngden bara innehéllit ett enda
element skulle operatorn trivialt varit kommutativ och haft
identitet och invers.

. Associativ och kommutativ. Tomma méngden &r identitet.
Denna har sig sjélv som invers, i dvrigt saknas inverser.
24
. a) 1, b) 35
1,11, 1 112 1
2tatstict -t w96 = 2h=12F
. Lat k=n—1. Vi far da
n:1n+1 k:0k+2

Siem i =2+4+T4+11 =24, [[;cp 2 =2%-42-72-11% =
379456.

. En relation &r ju en delméngd till A x A, d.v.s. ett element
i P(A x A). Eftersom det finns n? element i A x A finns det
alltsi totalt 27 olika relationer.

. Den &r reflexiv, ty aRa betyder ju att ‘sista bokstaven i a
aterfinns i a’ vilket ju uppenbarligen alltid &r sant.

Den ar inte symmetrisk, ty t.ex. dr ‘oktober’ relaterad med
‘mars’ men inte vice versa.

Den &r inte antisymmetrisk, ty t. ex. ar ‘januari’ och ‘februari’
relaterade till varandra.

Den é&r inte transitiv, ty t.ex. & ‘mars’ relaterad med ‘sep-
tember’, ‘september’ relaterad med ‘april’ medan ‘mars’ inte
ar relaterad med ‘april’.

R #r trivialt reflexiv da ju a® 4+ b> = a? + b?. Symmetrin &r
ocksa uppenbar. Transitiviteten &r ocksa rittfram: a? 4+ b* =
2+ d? och 2 + d® = € + f? medfor trivialt att a® + 0% =
e? + f?. Ekvivalensklasserna utgors av alla cirklar centrera-
de kring origo. En méngd med exakt ett element ur varje
ekvivalensklass ar {(x,0) : z > 0}.
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3.23. Reflexiviteten ar trivial, liksom symmetrin. For att visa tran-
sitiviteten: Om (a, b) R(c, d) och (¢, d)R(e, f) géller att max(|al, |b|) =
max(|cl, |d|) och max(|c|, |d|) = max(|e|,|f]) ur vilket det fol-
jer att max(|al,|b]) = max(|e],|f]), d.v.s. (a,b)R(e, f). Ek-
vivalensklasserna &r méngden av kvadrater centrerade kring
origo. En representant for kvadraten med sidan 2x ar till
exempel (z,0).

3.24. a) Foljer direkt av att likhet ar en ekvivalensrelation.
b) {2,11,20,101,110,200}

c) Dessa ér inte korrekta definitioner. Vi har t. ex. att [7] =
[16] eftersom bada har siffersumman 7. Daremot géller
t. ex.

[7] @ [3] = [10] och [16] & [3] = [19],

men [10] # [19] s& ‘additionsdefinitionen’ beror pé re-
presentanten. P4 samma sétt beror ‘multiplikationen’
pa representanten for vi har t. ex.

[7) @ [7] = [49] och [16] ® [7] = [112],
men [49] # [112].

3.25. Reflexivitet: ala ty a = la. Antisymmetri: Om a|b och b|a
galler for tva heltal m och n att b = ma = m(nb) = mnb
varfor mn = 1. Eftersom a och b ar positiva géller det da att
m = n = 1 och darfor att b = a. Transitivitet: Om a|b och
blc giller att ¢ = nb = n(ma) = nma d.v.s. alc. Se bevisen
av Satserna 5.4-5.7.

3.26. Den ar reflexiv, ty A = BN A eftersom A C B och B C B
sd (A, B)R(A, B).
Den &r antisymmetrisk ty antag att (4, B)R(C, D) och (C, D)R(A, B),
dvs. A=BNC,BCD,C=DnNAoch DC B.Fran BC D
och D C Bsafarvi B=D.Detger A= BNC=DnNnC=C
eftersom C' C D. Alltsa ér (A, B) = (C, D) och R alltsa an-
tisymmetrisk.

Den &r transitiv ty antag att (A, B)R(C, D) och (C, D)R(E, F),
dvs. A= BnNnC,BC D,C =DNFE och D C F. Fran
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3.27.

3.30.

3.31.

3.33.

3.34.

BCDochDCPFsafarvi BCF.Dessutom A=BNC =
BN(DNE)= BNE eftersom BC D ger BND = B. Alltsa
har vi att (A, B)R(E, F) och ddrmed att R &r transitiv

a) Den &r reflexiv, ty a < a och s(a) < s(a) for alla a s&
aRa. Den édr antisymmetrisk, ty om aRb och bRa sa
ar speciellt a < boch b < a, sd a = b. Den ar transitiv,
ty aRb och DRc ar ekvivalent med att a < b < ¢ och
s(a) < s(b) < s(c). Detta ger ju tack vare att < &r
transitiv att @ < ¢ och s(a) < s(c), dvs. aRe.

b) Nej, ty t.ex. 9 < 10 men s(9) =9 > 1 = s(10) s& 9 och
10 &ar inte alls relaterade till varandra.

Tag till exempel Ry = Ry. Da blir Ry o Ry = R? = {(1,3)}.

Om R é&r transitiv och (z,y) € Ro R giller att det finns ett
element z sddant att xRz och zRy vilket tack vare transiti-
viteten medfor att xRy, d.v.s. (z,y) € R. Alltsa giller att
RoR C R. A andra sidan om RoR C R, 2Ry och yRz géller
per definition av Ro R att (z,z) € Ro R vilket d& medfor
att (z,z) € R, d.v.s. zRz. Alltsd &r R transitiv.

Forst observerar vi att om C; C Cy C A giller att f(Cy) C
f(Cy); detta foljer omedelbart av definitionen av dessa mang-
der. Dérfor géller att f(X NY) C f(X) och att f(XNY) C
f(Y) vilket i sin tur medfor att f(X NY) C f(X)N f(Y).
Ett motexempel (bland oéndligt manga andra) mot den om-
vinda inklusionen ges av f : R — R, f(z) = 22, X = (-1,0)
och Y =(0,1).

For att visa att f(X)U f(Y) C f(X UY) anviands samma
teknik som nyss. For att visa att f(X UY) C f(X)U f(Y)
observerar vi att for allay € f(XUY') giller att y = f(a) for
nagot element a € X UY. Att a € X UY betyder att a € X
eller att @ € Y. I det forsta fallet géller att y = f(a) € f(X)
och det andra att y = f(a) € f(Y) s& att det i bégge fallen
galler att y € f(X)U f(Y).

Vi tar den forsta deluppgiften. Eftersom f ar surjektiv géller
att f~1(Y) inte &r tom savida inte Y sjilv &r tom (och da ar

346



3.36.

3.37.
3.38.

3.39.
3.40.
3.41.

3.42.
3.43.

3.44.

likheten f(f~1(Y)) = Y trivialt sann). Om nu y € Y finns
det alltsd ett x € A sddant att y = f(z) s& per definition
giller att € f~1({y}) C f~1(Y). Dérfor giller att f(z) €
FUHY), dovesoy € f(FHY).

A andra sidan om y € f(f~1(Y)) s& géller att y = f(z) for
nagot * € f~1(Y). Att x € f~1(Y) betyder per definition
att f(z)eY,d.v.s.yeY.

Om T har kateterlingderna a och b giller att f(T") = ab/2.
Funktionen ar inte injektiv eftersom exempelvis en triangel
med kateterlingderna 1 och 4 har samma area som en dar
bégge kateterna har ldngd 2. Den &r inte heller surjektiv ef-
tersom alla tdnkbara areor av trianglar i M ar av typen c/2
dér ¢ &r ett heltal. Bilden ar just f(M) = {c/2:c € Z4}.

b) g7 (y) = %Ty for y > 2 och g1 (y) = /2 —y for y < 2.

a) injektiv men inte surjektiv, b) varken injektiv eller surjek-
tiv

a) nej: b) nej, C) (070) och (17 _2)
Den sokta méngden dr {z + ¢ : ¢ konstant}.

a) Vihartex. att 1x(2x1)=1%6="7,men (1x2)x1=
3x1=10.

b) Vihar t.ex. att 10 =1, men 0x1 = —2.

¢) Vi har att  xy = yxx om och endast om
T—2y+3zy =y —2x+3yr <= 3z =3y <= =Y.

Allts& kommuterar x och y bara i det triviala fallet da
T =y.

Den &r inte kommutativ.

a) ja, b) ja, ¢) ja, e = 1+0-2, d) multiplikation av komplexa
tal om man sitter z =1

Transitivitet: (a,b)R(c,d) A (¢,d)R(e, f) = a+d=b+cA
c+f=d+e=at+d+c+f=b+c+d+e=a+f=bb+e=
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3.45.

3.46.

3.48.

3.49.

(a,b)R(e, f). Man kan identifiera detta med att (a,b)R(c,d)
om a — b = c — d. Man kan dock inte definiera relationen pa
detta sitt da ju det inte alltid géller att @ — b € Z4 eller
¢ —d € Zy. (Man kan tviartom pa detta sitt definiera Z
utifrdn Z, . Se kapitel A.)

c¢) nej, d) ja

Tag Z och ldgg till ett element, a, som bara &r relaterat till
sig sjalv och inget annat element. Man far da den partiellt
ordnade méangden (Z U {a}, <) dér z < y om och endast om
T # a, y # a och z < y. Elementet a blir minimalt, ty x < a
géller inte fér nagot x, och dr ensamt om denna egenskap, ty
for alla andra element x géller ju till exempel att z —1 <X x.

a) t.ex. R ={(1,2),(1,3),(2,3)}, b) 3

Associativ men inte kommutativ. Likhetsrelation &r identi-
tet. De relationer som har invers dr de som svarar mot grafer
till inverterbara funktioner och inversen ar den relation som
svarar mot grafen till den inversa funktionen.

Kapitel 4

4.1.

Nir n = 1 #r den sokta likheten sann, ty 13 = 1 = (1(1 +
1)/2)2. Antag nu att likheten giller for ett fixt men godtyck-
ligt valt n. Om vi utifran detta antagande kan visa att

§k3:((n+1)2(n+2)>27

sa foljer det onskade resultatet av induktionsprincipen.

Nu ar ju
n+1 n
Y= K+ n+1)
k=1 k=1



