Tentamen
Introduktionskurs, D

2015-08-29 kl. 8.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Timo Hirscher, telefon: 0703 088 304
Hj#ilpmedel: Ings hjilpmedel, ej heller riknedosa

Fér godkiint pa tentan krdvs 20 poling, Preliminirt si krivs 30 poling for betyget 4 och 40 po#ng fér betyget 5.
Dessa granser kan minskas men inte hijas i efterhand.

Losningar ldggs u$ pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultatet meddelas senast den 21 september . Forsta granskningstiliftille meddelas pa kurswebbsidan och via Ping
Pong, efter detta sker granskning enligt Sverenskommelse med kursansvarig.

OBS!

Motivera dina svar vil. Det #r i huvudsak berékningarna och motiveringarna som ger poing,
inte svaret.

Uppgifterna
1. Lat A, B, C vara méngder sddan att {10p)}
|[A]=1B|=|C|=10, |[ANB|=1ANC|=|BNC|=23.
(a) Bestim |AU B|, |AAB| och {P(A)].

(b) Vilka &r de minsta och stérsta mojliga antalen element i AUBUC ? Ge ett exempel
pid A, B, C i bada fallen,

2. Tt A CR? gesav A = [0, 1] x [0, 1] och 1&t f: R? — R? ges av (10p)

1 1
f(-fﬂ, y)‘““‘ ($+§ay_§)-
(a) Gor en skiss av talplanet som visar tydligt foljande mingder:
A, f(A), ANF(A), (Fof)(A), AnZZ

(b) Ar f bijektiv ? I s& fall bestdm dess invers,

Var god vind!




3. (a) Skriv summan

SN
3 79 39
med summasymbolen 3 .

(b) Berdkna summan

1

D (ke 3)2%,

k=—2

{c) Berikna summan

100 1
Tﬁi—;m(m—l-l)'

L1 1 1
(Trps: mm) —om 1)

4. Lat f, g, h : R = R vara f6ljande tre funktioner:

1
f@) =507, o) =30+ 507+, h(x)=loga(la| + 1)

(a) Funktionen f &r uppenbarligen bijektiv. Bestim dess invers.

(b) Bevisa att g &r bijektiv {(T1Ps: Betrakta derivatan).

(c) Ar h injeltiv ? Vad ér viirdemingden till i 7

{(d} Skriv formler fér funktionerna go f och fog.

{e) Ar funktionen g o f o g injektiv och/eller surjektiv ? Motivera dité svar |

5. (a) S#g att 100 D-teknologer gér pa en sittning. Bevisa att det méste finnas minst tva
teknologer med samma antal vinner bland sillskapet.
(OBs! Antag até viinskap ir omsesidigt, dvs jag &r din vin om och endast om du #r
min vén. Man kan inte vara vin med sig sjilv {per definition).)

(b} Iér en funktion f: S — § frdn en mingd § till sig sj#lv, 14t oss beteckna f2 := fo f,

f3i=fcfof osv.
Lat nu S ={1, 2, 3, 4, 5, 6} och f: § — § vara funktionen som ges av:

fAy=2, f2)=4, f(3)=6, f(4)=5 [f(6)=1, f(6)=3.

(i) Bestdm det minsta n € Z;. sddan att f = idg.
(i} Bestim f£2015,

Good (will) hunting!

(5p)

(5p)
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|AUB| = |A]+|B| - |ANB| =10+ 10 -3 =17,
|AAB| = |AUB| - |ANB| = 17— 3 = 14,
[P(A)] = 2M! = 210 = 1024,

(b) Fér att gora AU B U C si stor som mdjligt borde AN C = BN C gilla, medan att
fér att gbra unionen sé liten som méjligt borde (AN C) N (B N C) = ¢ gilla. Detta
innebdr att

max]AUBU O] =AU B+ |C] - 3 = 24,
minJAUBUC| = |AUB| +|C| (3 +3) = 21,

Ett exempel di max antas &r
A={1,2,...,10}, B=1{8,9,10,...,17}, C={8,9,10,18,19,...,24},
medan att ett exempel d& min antas #r

A={1,2,...,10}, B={8,9,10,...,17}, C={56,1,8, 9, 10,18, 19, 20, 21}.

(a} Se sista sidan i dokumentet.
(b) Ja. f e, y) = (@~ 3.y +3).
(a) Notera att 1 = 2. Vi har

19

4 6 7 22 k43
ghltgtgt =D g0y

(b)

! 1 49
Z(fc+3)2k:1.2~2+2-2—1+3-2°+4-21:Z+1+3+8:I.
k=—2

(c) Med hjilp av tipset kan vi skriva summan som

So L (LAY ALy Lony (L
Lemim+1)  \1 2 2 3 3 4 100 101/)°

Vi ser att allt kancellerar férutom % — iﬁl'"f = %%%.

(a) fl(z) = =T

(b) g &r surjektiv ty det &r ett polynom av udda grad. Sedan har vi att ¢'(z) = 2% +-z+1
och den kvadratiska ekvationen 2 4+ 2 + 1 = 0 har tv4 icke-reella 18sningar %@
Detta innebir att ¢'(z) > 0 {or alla 2 € R och saledes &r g stringt véxande och
dérmed injektiv, Eftersom g r bdde injektiv och surjektiv s &r den bijektiv.

(¢) h&rinte injektiv ty for godtycklig @ € R géller {—x| = |a| och sdledes &r h(—x) = h(z).
Notera att |z| + 1 antar alla viirden i intervallet {1, co) och eftersom logy 1 = 0 och
logaritmen #r en viixande funktion si dr Vj, = [0, oo).

(d)
1 s 1 ) ,
(gof)(m)=§(5$—7) +§(5x—7) +{(Bz—T7)=...omduvill .. =
125 4 325 4 227
=3 x 5 z° 4+ 215z 5

- 1a, 15, _98 3 5 »
(fog)a)="5 (3:0 +293 +m) 7—3m +2m + bw -~ 7.




(e) Den #r béde injektiv och surjektiv, alltsi bijektiv. Posingen &r att bade f och g &r
bijektiva och en sammanséittning av bijektiva funktioner &r ocksd bijektiv. Vi kan
formulera ftljande sats:

Sats. Ldt S vara en méingd och f, g : 8 = S funktioner. Om bide f och g ér
bijektiva sd ocksd drge f och (go f)™ 1 = flog!.

Jag hittar inte denna sats explicit i boken nigonstans, men det &r vildigt bra att
veta, och jag ska passa pd att niimna den nér vi gir igenom Kapitel 3 igen under
TMV 210%.

5. (a) Vi betraktar tre fall.
FALL 1: Det finns minst 2 teknologer utan nigra véinner alls.
D4 har dessa tvA samma antal véinner s vi #r klara.
Fary 2: Det finns exakt en teknolog utan vénner.
Kalla denna stackars teknolog for X. Var och en av de Aterstéende 99 teknologer-
na har minst en vén. Ingen av dem har mer in 98 vénner dock, fér ingen #r vin

med X. 84 vi har 99 teknologer och bara 98 méjligheter for antalet vinner, s enligt
ladprincipen méste det finnas 2 st med samma, antal véinner.

FALL 3: Alla har minst en vin.

Sa det finns 100 teknologer och alla har ndgonting mellan 1 och 99 vénner. Enligt
ladprincipen igen si méaste det finnas 2 st med lika minga vinner.

{b) Det &r bara att kolla att n = 4 #r det minsta talet sidan att f™ = idg. Notera att
detta innebdr att 2 = f~1, D4 har vi att

Jp2015 Jc3-§—4 -503 f3 o (.f4)503 — f3 o (idS)SDS f3 o IdS Jc3 fw—l.

Séaledes dr

Jc2015( ) f2015( ) f2015( ) f2015(4) 2’ f2015(5) :4, Jc2015(6) =3,

'Fér ni som redan sett matriser 52 medfor satsen formeln (AB) ™! = B~'A~1, som & fundamental for berikning
med matriser.
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