Tentamen
Introduktionskurs, D

2017-08-26 kl. 8.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Raad Salman, telefon: x5325 (alt. Peter Hegarty, 0766377873)
Hjialpmedel: Inga hjidlpmedel, ej heller réknedosa

For godkant pa tentan kravs prelimindrt 20 poéng. Prelimindrt sa kravs 30 poéang for betyget 4 och 40 poédng for
betyget 5. Dessa grianser kan minskas men inte hojas i efterhand.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentamen. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resulta-
tet meddelas senast den 11 september. Forsta granskningstillfille meddelas pa kurswebbsidan, efter detta sker
granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

OBS!

Motivera dina svar val. Det ar i huvudsak beridkningarna och motiveringarna som ger poéang,
inte svaret.

Uppgifter

1. Definiera féljande méngder:

A = {1, fisk, {0}, 0},
B={A,0,{0, 1}, 1}, (Méngden A &r alltsa ett element i méngden B)
C =P({0, 1}).

Bestdam, genom att lista alla element, foljande méngder. Ingen motivering kravs.

2. Bevisa eller motbevisa foljande pastaenden med tydlig motivering !
(a) AN(B\C)=(ANnB)\(ANC)
(b) (A°UB%)“NC = (A°UB°UC*)
Anvénder du Venndiagram maste du visa hur diagrammen fér héger- och vinsterled byggs
upp av sina delar A, A¢, B etc.
Var god vind!



3. Definiera foljande funktioner:

leZ+—>Z+
=+ 3,
fQZZ—>Z
T =+ 3,

f3: 10, 00) = [0, 00)

z =z,

f42 R — [0, OO)

z —

(a) For var och en av funktionerna f1, fo, f3 och f4, avgdr om funktionen #r surjektiv,

injektiv och/eller bijektiv. Motiveral

I det/de fall dédr funktionen &r injektiv, ange en formel for dess invers, inklusive

definitionsméngd, malméngd och virdeméangd.

(b) Beskriv funktionen f5 ! o fy, inklusive dess definitionsmingd, viirdemiéngd och mal-

méngd.

4. (a) Berdkna

dir A={-3, -2, —1,...,6, 7}\ {2}.

(b) Skriv foljande summa med hjélp av summasymbolen .

4+14+0+1+4+9+---+81+100

5. Om f: X — X &ar en funktion fran en méngd till sig sjilv och n € N sa betecknar vi med

f™ den n-faldiga sammanséttningen av f med sig sjélv, alltsa f* = fo fo---of (n ganger).

Lat nu X = {1, 2, ..., 10} och f vara foljande funktion:

Bestim f2017,

6. Bestdm pa ett “smart” séitt (dvs utan att kolla alla talen ett i taget) antalet heltal bland

1,2, ..., 2017 som &r varken delbara med 2, 3 eller 5.

Lycka till!

(7p)

(3p)

(4p)



1.

4.

5.
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a) AN B ={1}.
b) ANC = 6.

(a)

(b)

() BNC ={¢, {0, 1}}.
)
)

d) P(A)NnB = {9, {0, 1}, A}.

(
(a) Pastaendet &r sant. Vi har

re AN(B\C) <&
(xe A)N(xe(B\O)) <
(xeAN(zxeB)A(z¢(C)) <
[(zeAAN(xeB)|AN(xgC)&

[(ze A)AN(zeB))A[(z €AV (rgC), tyxz € Aredan, &
re(ANB)ANzx ¢ (ANC) &

€e(ANB)\(ANC), vs.v.

For ett alternativt bevis med hjilp av Venndiagram, se Figur 1.
(b) Pastaendet &r falskt. Notera att

(A°U B°)® = (A°)° N (B°)° = AN B,

som innebér att VL &r ANBNC. A andra sidan, HL #r samma sak som (ANBNC)¢. Sa
HL &r VL:s komplement och enda séttet pa vilket de kan vara lika &r om universumet
dr den tomma méngden.

(a) i f1 &r injektiv men inte surjektiv, for virdeméngden &r Vi = {n € Zy : n > 4}.
Dess invers dr den funktion ffl : Vi — Z4 som ges av ffl(w) =z —3.
ii. fo ar bijektiv. Dess invers dr den funktion f2_1 : Z — 7 som ges av f{l(x) =x—3.
iii. f3 &r bijektiv. Dess invers dr den funktion f3' : [0, 00) — [0, 00) som ges av
f5 ' (2) = V.
iv. fi4 &r inte injektiv ty f(—z) = f(z) for alla © € R. Den &r ddremot surjektiv,
precis som f3.

(b) Satt g = f3_1 o fy for enkelhets skull. Da géller att g : R — [0, co) och ges av

g(x) = |z|.
(a)
Z 11 N 1 N 1 N 1 N 1
k—2 -3-2 —2-2 —1-2 0-2 1-2
ke A

1 N 1 1 1 N 1
3—-2 4 5—2 6-—-2 7-—2

1 1 1 1 1 1

= - — - — — — 1 1 — — — —_ =
5 4 3 2 + +2+3+4 5 0

: 10
(b) Summan kan skrivas som > ;2 , k?.

f kan betraktas som en “konjunktion” av tre s.k. “cykler”, som ges symboliskt av
1—-2—1, 3—4—5—3, 6 —>7—-8—-9— 10— 6.
Den forsta cykeln har “period” 2 och eftersom 2017 &r ett udda tal sa giller att f = f!

och f2017 har samma verkan i denna cykel, alltsa f2017(1) = 2, f2017(2) = 1.

Den andra cykeln har period 3 och eftersom 2017 = 3 x 672 + 1 s& giller att f = f! och
2917 har samma verkan i denna cykel, alltsa f2017(3) = 4, f2917(4) = 5, f2017(5) = 3.

Den tredje cykeln har period 5 och eftersom 2017 = 5 x 403 + 2 sa giller att f2 och
f?17 har samma verkan i denna cykel, alltsa f2°17(6) = 8, f2017(8) = 10, f2°17(10) = 7,
f2017(7) — 97 f2017(9) — 6.



6. I denna losning &r det bekvamt att anvinda foljande notation: For ett reellt tal x sa
betecknar vi med |z]| det storsta heltalet som &r mindre &n eller lika med x, dvs

|z] =max{n € Z:n < z}.

Detta kallas for heltalsdelen till . Notera att |z] = z om och endast om = € Z.

Lat X = {1, 2, ..., 2017} och betrakta foljande tre delméngder till X:

A={n e X : nér delbart med 2},
B ={n € X : n ar delbart med 3},
C={ne X : nér delbart med 5}.

Vi soker
IX\(AUBUCQC)|=|X|-|AUuBUC|=2017T—-|AUBUC|.
Notera forst att

2017 2017 2017

Nésta observation &dr att
ANB={ne X : nir delbart med 6},
ANC ={n € X : n ér delbart med 10},
BNC ={ne€ X : nirdelbart med 15},
ANBNC ={ne€ X : n ir delbart med 30}.
Saledes giller

201 2017 2017 2017

| =67.
Enligt sallprincipen géller da

JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|
= 1008 + 672 + 403 — 336 — 201 — 134 + 67 = 1479.

Slutligen: |X| — [AU BUC| = 2017 — 1479 = 538.



