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OBS!
Motivera dina svar val. Det ar i huvudsak beridkningarna och motiveringarna som ger poéang,

inte svaret.

Uppgifterna

1. Lat A= {1,2, 3}, B=1{2,3,4} och C = {3, 4, 5}.
(a) Skriv upp var och en av f6ljande méngder
AN(C\B), (AAB)xC, (AxB)Nn(AxC(C), P(ANB).

(b) Bestdm |P(C?)| (du behover inte skriva upp hela mingden).

2. (a) Lat D :={(z,y) e N®: 2 <y} ochlat f: D — N ges av f(z, y) = 2% + y*

i. Ar f injektiv ? Forklara.

ii. Ar f surjektiv ? Forklara.

(b) Betrakta samma funktion f(z, y) = 22 + 32 fast nu med definitionsméngd R? och

malméngd Ry = [0, c0).
i. Ar funktionen injektiv ? Férklara.

ii. Ar funktionen surjektiv ? Forklara.

iii. Lat A CR? ges av A = {p € R?: f(p) = 1}. Beskriv miingden A geometriskt.

Var god vind!

(2p)

(5p)



3. (a) Skriv summan

Ll 1
3 7T 9 81
med summasymbolen ).
(b) Berikna summan
Lot
t=—1 42

(c) Givet att E,lc[fl k = 5050, beridkna summan

100 m?+3m+2

— m—+1

4. Lat f, g : [0, o0) — [0, 00) vara foljande funktioner:

1
x+1

f(z) =2 — 2%+, g(x) =

(a) Bevisa att bade f och g ar injektiva.
(b) Vilken/vilka av f och g &r bijektiv ? Forklara.

(c) Skriv en formel for inversfunktionen till g (som en funktion med definitionsméingd
9([0, 00))).
(d) Skriv formler f6r funktionerna go f och f o g.

5. (a) I en klass med 100 teknologer sa finns det 80 st som talar engelska, 70 st som talar
tyska och 60 st som talar franska. Om varje teknolog talar minst ett av spraken,
bestdm det minsta (resp. storsta) mojliga antal teknologer som talar alla tre sprak.
Ilustrera bada extremfallen i respektive Venndiagram.

(b) For var och ett av pastaendena nedan, avgor om det &r sant eller falskt. Om det &r
sant, motivera varféor. Om det ar falskt, ge ett motexempel.

i. Om f och g ar tva funktioner fran en méngd S till sig sjilv sadana att g o f &r
injektiv sa maste dven f vara injektiv.

ii. Om f och ¢ &r tva funktioner fran en méngd S till sig sjialv sadana att g o f dr
injektiv sa maste dven g vara injektiv.

Good (will) hunting!

(3p)

(3p)

(5p)
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1.

(a)

(b)
(a)

(b)

(a)
(b)

Lo6sningar Introduktionskurs D, 160827

i. C\B = {5} 34 AN (C\B) =
ii. AAB = {1, 4} si

(AAB) x C = {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (4, 3), (4, 4), (4, 5)}.
AxB= {(1, 2), (1, 3)7 (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 2) (3 3) (3 4)} och

AxC=H{(1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,3), (3,4), (3,5)} sa
(AxB)Nn(AxC)={(1,3),(1,4), (2, 3), (2,4), (3,3), (3,4)}.

Notera forresten att (A x B)N(Ax C)=Ax (BN(C).
iv. AnNB ={2, 3} sa P(ANB) ={¢, {2}, {3}, {2, 3}}.
|C3| = |O]? = 33 =27 s& |P(C3)| = 2%7.

i. Nej for t.ex. f(0,5) =02 +5%=25=3%+42 = f(3, 4).

ii. Nej for det finns t.ex. inga heltal = och y sidana att 2% + y? = 3, sa 3 & f(D).

i. Nej. Funktionen var redan icke-injektiv i del (a) sa det maste forbli sa om vi
utokar definitionsméngden.

ii. Ja ty for varje » € R, finns det par (z, y) av reella tal sadana att z2 4 y? = r.
Losningarna till denna ekvation utgér en cirkel i R? med centrum i origo och
radie /7.

iii. A dr enhetscirkeln i R2.

Summan Ar Zn 1(2711):?.

4
Zt—_1+0+1+2+3+4——1+0+1+1+§+
A= tv2 —1t2 0+2 1+2 2+2 3+2 4t2 3725
Konstatera att m?43m+2 = (m+1)(m+2) sa summan forenklas till 322 (m 42).

Det &r alltsa summan av alla heltal fran 3 till 102 inklusivt. Det ar givet att summan
av alla heltal fran 1 till 100 inklusivt &r 5050. Sa den forsta summan maste vara
5050 + 101 + 102 — 1 — 2 = 5250.

Angiende f utnyttjar vi dess derivata. Man har f/(r) = 322 — 2z + 1. Losningarna
. . . ) (/A ) :
till den kvadratiska ekvationen 322 —2z+1 =0 4r x = (2% 5(32))2 W _ 1i§/§’.

Komplexa rétter innebir att 322 — 2z + 1 > 0 for alla # € R, dvs f/(x) > 0 for alla
x € R. Sa f dr en stringt vixande funktion och ddrmed injektiv.

Angéaende ¢ sé ar det uppenbart att x + 1 &r stringt vixande for € [0, co) och
dérmed &r —~ stréingt avtagande i intervallen. Sa g &ér stréngt avtagande och dérmed
injektiv.

f &r ocksa surjektiv ty f(0) = 0 och f(z) vixer sedan kontinuerligt och utan be-
grinsning. A andra sidan &r g(0) = 1 och g avtar sedan och g(z) — 0 da z — oo, sa
virdeméngden for g dr bara (0, 1] och den &r ej surjektiv.

Foljdaktligen sa &r f bijektiv men inte g.

Sitt y = g(z) = - +1 Inversfunktionen lyder x = ylﬁ som kan skrivas om pa foljande
vis:
1 l—z 1
—_— = 1)=1= =l=y= =——1.
y | z(y+1)= xy+x = y=— -

S& g Hz)=1-1.
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5.

(a)

(90 D) = g(f(@) = - = L

flx)+1 23 —224+x+1
(fog)(@) = f9(x)) = [9()]* — [9(x)]* + g(z) =

1 1 I

@+1? @+1? o1

l—(z+ D)+ (x+1)? l—a—-1+2>+22+1 2+az+1
B (z+1)3 - (z+1)3 (1)

Jag ger tva losningar for att illustrera hur man ofta kan bevisa ett resultat pa flera
olika sétt.

FORrsTA LOSNING: Lat A, B, C beteckna méngderna av teknologer som talar franska,
tyska respektive engelska. Det &r givet att

|A| =60, |B|=70, |C|=80. (1)
Det &r ocksa givet att varje teknolog talar minst ett av dessa sprak, sa
|AU BUC| = 100. (2)
Enligt sallprincipen for tre méngder,
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|-]|ANnB|—-|ANnC|—|BNnC|+|AnBnNC|. (3)
Inséttning av (1) och (2) in i (3) ger
100=604+70+80—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC],
sa
|JANB|+|ANC|+|BNC|—-|ANnBNC| = 110. (4)
Vi soker undre och 6vre grinser pa |A N B N C|, dvs pa storleken av méngden av

teknologerna som talar alla tre sprak.

Owre grins: Vi har saklart att var och en av AN B, AN C och BN C #r minst
lika stor som A N B N C. Detta innebér att VL av (4) dr minst 2|A N B N C|, sa
|AN BNC| < 55. Alltsa hogst 55 teknologer talar alla tre sprak. Detta extremfall
illustreras i den bifogade Figur 1(a).

Undre grdns: Betrakta méngden X av de teknologerna som talar minst tva av de
tre spraken. Vi har

I X|=]ANB|+|ANC|+|BNC|-2[AnBNC|, (5)

dér minus 2:an kommer fran att elementen i A N B N C riknas redan en gang i var
och en av de tre forsta termerna i hogerledet. Om vi jamfor (4) med (5) sa hérleder
vi att

|IX|=110-|ANnBNC|. (6)

Men a priori sa dr |X| < 100 ty det finns bara 100 teknologer totalt. Alltsa, 110 —
|ANBNC| <100 som medfor att |[ANBNC| > 10. Sa minst 10 teknologer talar alla
tre sprak. Detta extremfall illusteras i den bifogade Figur 1(b).

ANDRA LOSNING: Lat S vara méngden av alla 100 teknologerna och
T = {engelska, tyska, franska}, dvs T" &r en méngd med tre element, nimligen de tre
olika spraken i uppgiften. Skapa méngden

U:={(s,t) € SxT:s talar t}.



(b)

Genom att ridkna antal par i U vars andra del dr engelska, tyska respektive franska
ser vi att |U| = 80 + 70 + 60 = 210. A andra sidan, 14t 2 beteckna antalet personer
som talar alla tre sprak. For var och en av dessa x personer finns tre element i U med
denna person som forsta del, och for var och en av de 100 — z resterande finns mellan
1 och 2. Det foljer att 3z + (100 — z) < |U| = 210 och 3z + 2(100 — z) > |U| = 210,
med likhet endast om ingen talar exakt 2 sprak, respektive exakt 1 sprak. Forenkling
ger x < 55 respektive x > 10. Figur 1 visar hur dessa extremfall kan uppnas.

i.

ii.

Sant. Fér om f inte var injektiv skulle det innebéra att det fanns x1 # o € X
sadana att f(x1) = f(x2). Men da skulle &ven

(go f)(z1) = g(f(x1)) = g(f(22)) = (g o f)(x2)

gilla, sa g o f skulle inte heller vara injektiv.

Falskt. For att g o f ska vara injektiv sa ricker det att f dr det samt att g Ar
injektiv pa delen f(X) av dess definitionsméngd. Det spelar ingen roll hur g beter
sig pa delen X\ f(X) av dess definitionsméngd.

Om X &r en &ndlig méngd och f &r injektiv sa maste |f(X)| = |X| gilla, sa
f(X) = X och i detta fall sa maste dven g vara injektiv. Men denna analys
fallerar om X &r odndlig. Som ett konkret motexempel, tag X = N, f(z) = 2z
och g(x) = |z/2]. Det &r klart att f &r injektiv, men g &r inte det ty t.ex.
g(0) =0 =[1/2] = g(1). Men ¢ é&r injektiv pa de jimna talen och dessa utgor
viardeméngden f(X). Precist sa ar (go f)(x) = = for alla € N, sa go f dr
injektiv.



