
L̊at A vara styvhetsmatrisen i en Finita element-formulering p̊a intervallet [0, 1], med
matriselementen

Aij =

∫ 1

0

ϕ′i(x)ϕ′j(x)dx,

där {ϕi}N−1i=1 är styckvis linjära hattfunktioner p̊a den likformiga indelningen av intervallet
[0, 1] med steglängd h = 1/N .

Följande tv̊a satser visar att A är inverterbar.

Sats 1 Styvhetsmatrisen A är positivt definit.

Bevis Vi skall visa att η 6= 0 ⇒ ηTAη > 0 (där η ∈ RN−1). Välj därför ett η 6= 0. D̊a
gäller att

ηTAη =
N−1∑
i,j=1

ηiAijηj =
N−1∑
i,j=1

∫ 1

0

ηiϕ
′
i(x)ϕ′j(x)ηjdx

=

∫ 1

0

(
N−1∑
i=1

ηiϕ
′
i(x)

)(
N−1∑
j=1

ηjϕ
′
j(x)

)
dx =

∫ 1

0

|v′(x)|2dx,

där v(x) =
∑N−1

j=1 ηjϕj(x). Allts̊a är ηTAη > 0 om v′ 6= 0 (där 0 är noll-funktionen, dvs
v′(x) 6= 0 n̊agonstans p̊a intervallet).

Det räcker därför att visa att η 6= 0 ⇒ v′ 6= 0. Antag motsatsen, nämligen att
η 6= 0 och v′ = 0. D̊a finns ett k med ηk 6= 0. Eftersom v är styckvis linjär och v′ = 0
p̊a intervallet [xk, xk+1] måste vi d̊a även ha ηk+1 = v(xk+1) = v(xk) = ηk. Vidare
måste ocks̊a ηk+2 = ηk+1 = ηk o.s.v. till ηN−1 = ηk 6= 0. P̊a intervallet [xN−1, xN ] är d̊a
v′(x) = ηN−1ϕ

′
N−1(x) 6= 0, vilket motsäger antagandet att v′ = 0. Allts̊a gäller att v′ 6= 0

och satsen är bevisad. �

Sats 2 Varje positivt definit matris är inverterbar.

Bevis L̊at A ∈ RM×M vara positivt definit. Vi vet att

A är inverterbar ⇔ rang A = M ⇔ dim N(A) = 0 ⇔ (Ax = 0 ⇒ x = 0).

Men d̊a A är positivt definit gäller att

Ax = 0 ⇒ xTAx = 0 ⇒ x = 0.

Allts̊a är A inverterbar. �
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