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Uppgift 1: Lat C?([0, 1]) beteckna det reella vektorrummet av alla reellvirda tva
ganger kontinuerligt deriverbara funktioner pa intervallet [0, 1] med den vanliga
punktvisa additionen och multiplikationen med reella tal. Beteckna detta
vektorrum V. Bestdam de reella tal a, b for vilka

U={feV:f0)+af(l) =10}
bildar ett underrum i V.

Lésning: For f,g € U och «, 3 € R giller att a.f+8g € C*([0, 1]) enligt kéinda
deriveringsregler. Vi noterar att nollelementet 01V ges av 0(x) =0, x € [0, 1].
Eftersom U &r ett underrum i V' maste 0 € U och alltsa géller

0O+a-0=0b, dvsb=0.
For f,g € U géller f(0)+af(1) =0 och ¢g(0) + ag(1l) = 0. Detta medfor att

a(f(0) + af (1)) + B(g(0) + ag(1)) = 0, dvs
(af(0) + Bg(0)) + a(af(1) + Bg(1)) = 0, dvs
(af + B9)(0) + alaf + Bg)(1) =0
Slutsats: U &r ett underrum i V' om och endast om a € R, b = 0.
Svar: a € R,b=0

Uppgift 2: Lat (x1,z9,...,2,), (Y1, %2, .-, Yn) beteckna tva godtyckliga vektorer i
R™ och sétt

<(l’1, Loy 7xn)7 (yla Yo, ... 7yn)> = 22:12k1‘kyk;
Avgor om (-, -) bildar en skaldrprodukt for det reella vektorrummet R”.

Losning: Vi noterar att (-,-) : R” — R och 0 = (0,0,...,0). Ska visa att de
tre axiomen for skaldrprodukt dr uppfyllda.

Axiom 1: ((z1,x9,...,2,), (T1,2a,...,2,)) > 0 med likhet om och endast om
(x1,22,...,2,) = 0.

For (z1,x9,...,2,) € R" giller

((x1, 29, ... ), (1,29, ..., Ty)) = 22;12’“932 >0

med likhet om och endast om 21 =29 = ... =z, = 0.
Axiom 2:

(a1, @9y . xn) + B(Y1,Y2, -, YUn), (21,22, -+, 20)) =
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= CY((.CIZ’l,SCQ, cee 7xn)7 (217Z27 ey Zn)) + 5((341:92, e 7yn>7 (Z17227 ey Zn))

for alla a, 5 € R och (x1, o, ..., x,), (Y1, Y2, - - -, Yn), (21, 22, - . ., 2n) € R™
Antag att o, 5 € R och (z1,22,...,20), (Y1, Y2, -+, YUn), (21,22, .., 2n) € R™
Vi har

(a1, @9y oy xn) + B(Y1, Y2, -+, Yn)s (21,22, -+, 2n))
= ((ax1 4+ Byr, ..., axy + Byn), (21, 22, ..., 2n)) =
= T 2% (omy + Bye) 2 = Tjy (a2 zpz + F25y) =
= aXy_ 25wz = BET_ 2unak =
= a((z1, 29, ..., T0), (21,22, -, 20)) + By, Y2, - - -, Yn), (21,22, -+, 20))-
Axiom 3: ((z1, 22, .-, 2n), (Y1, Y2, -, Yn)) = (Y1, Y2, -, Yn), (T1, T2, ..., 2y))

for alla (x1,z9,...,2,), (Y1, Y2, -, yn) € R™
Antag att (x1,x9,...,2,), (Y1, Y2, ..., yn) € R™. Da géller

<(ZL’1, L2, ... ,ZEn), (yla Y2, - .- 7y'fl)> = 22212kxkyk -
= 22212kykxk = <(91, Y2, - - 7yn)7 (1'17 L2, .- 7xn)>
Svar: (-,-) definierar en skalarprodukt

Uppgift 3: Bestdm en ON-bas for R? med skaldrprodukten

(21,22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + 2T2y2 — Tays — T3y + 223Y3.

Bestdm en vektor pa formen (0,1,a) for nagot reellt tal a som &r ortogonal
mot (0,1,0). Du far utga ifran att uttrycket ovan definierar en skaldrprodukt!
Losning: Satt vi = (1,0,0),vo = (0,1,0),v3 = (0,0,1) (t.ex.). Bilda en
ON-bas med hjilp av Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod. Notera att

|(x1, 2, 23)|| = \/ﬁ + 222 — 2wox3 + 3.
Detta ger ||vi|| = 1. Satt e; = v = (1,0,0). Vidare sétt
Uy = vo — (va,e1)e; = (0,1,0).

Vi noterar att [uy]| = v/2. Sétt ey = \%(O, 1,0) = (0, 75,0). Sétt

Us = V3 — <\‘/3,®1>®1 - <\‘/3,®2>®2 = (0707 1)-

Vi far |jus|| = V2. Sitt es = \/LQ(O, 0,1) = (0,0, %) En ON-bas ges av
€1, €2, €. Slutligen giller att (0,1, a) dr ortogonal mot (0, 1,0) om och endast
om

0+2—-0—-a—-0=0
vilket ger a = 2.

Svar: t.ex. ey, ez, €3 och a =2



Uppgift 4: Hérled variationsformulering och finita element-formulering, samt berékna
styvhets- och massmatris och hogerledsvektor fér den styckvis linjdra finita
element-approximationen till randvardesproblemet

@)~ Bule) = -1, we(01),
u(0) = u(1) =0,

pa en likformig partition 7, av intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/3. For-
mulera det resulterande linjira ekvationssystemet (16sningen behover ej berik-
nas).

Losning: Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion
v € H}(0,1) och integrera ver intervallet [0, 1]. Partialintegration ger

_ {iu’(:p)v(:p)} . i /0 () (@) e — 3 /0 u(e)o(@)d = — /0 (@),

0

Med inséttning av randdata v(0) = v(l) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta v € HJ(0,1) sa att

: /0 @) (@) — 3 /0 (o) = — /0 Co(@)dr, Vo e HY0,1)

Motsvarande finita element-problem ér:

Hitta U € V}? = {¢ : ¢ dr kontinuerlig och styckvis linjér pa 7y, ¢(0) = (1) =
0} sa att

i/o U'(x)go'(x)d:n—B/O Ux)p(x)dr = —/0 o(x)dz, Yo e VP (1)

Vi ansétter U(x) = & p1(x) + Eapa(x) dér

3z,  xe[0,1/3) 0, z€[0,1/3)
pi1(z) =¢2—3x, x€ll/3,2/3) och po(x) =¢3x—1, x€[l1/3,2/3)
0, x € [2/3,1] 3—3z, x€]l2/3,1]

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/3, j = 1, 2.

Vi sétter in U(z) = &¢1(z) + Sapa() 1 (1) och viljer testfunktioner ¢ = ¢,
1 =1,2. Vi far da ekvationssystemet

(1 [f01(¢’1)2d$ Jo 90’1%6156] 4 [fol(sol)Qd:v Jo wlwzdx]) FI] B [— Jo soldas]
4 f0190/290/1d$ f01(90/2>2d$ f01902901d35 fol(@z)de & —fOISDQdIE
Berédkning av matriselementen ger
112 -1} 3hi4 1 51__h1
4h -1 2 6 |1 4 & 1|’
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eller, med h = 1/3,

ihe o) (2] = [

(Losningen ar & = & = 4.)

Uppgift 5: Avgor om foljden (a,)22; dir a; = 2 och

Ont1 = ,n=123 ...

2+a,

ar konvergent, och om sa &r fallet berékna dess gransvérde.

Losning: Vi noterar att givet a1 = 2,ap11 = 57—, n = 1,2,3,... giller
a, >0 forn=1,2,3,.... En liten kalkyl ger
5 3 12 33 102
a1 =2,00 = —,03 = —, 04 = —, 05 = ——, ...
1 ; W2 47 3 117 4 347 5 1017
Det verkar gélla att ai,as,as,... dr en avtagande talfoljd (och as,ay,... &r

en vixande talfoljd). Om vi har visat att (ag—1)52; dr avtagande géller att
limy_, o asr_1 existerar da foljden ar nedat begransad. Gransvéardet, beteckna
det med a, fas da av

3 6+ 3@2]6,1 6+ 3a
= —

2+ﬁ T4 2a96, T+ 2a’

k — oo

A <— Agk+4+1 =

Vi har a > 0 och a = gigg, dvs @ > 0 och a® + a — 3. Detta ger a = 1. Vi ser
vidare att

Aok — 1,k — oo.

T2 A2k—1

Alltsa (a,)9%, konvergerar med gransvirdet 1 om vi kan visa att (agx—1)5,
ar avtagande.

Steg 1: ay > ag sant (trivialt).

Steg 2: Antag att asy_1 > agri1 sant. Ska visa att aory1 > aoxy3 sant. Liten
kalkyl ger

6+ 3azk—1 6+ 3a41 13(agke—1 — G2k41)

o - _ 0.
o ks e a1 T+ 2amen (7 + 2006 1)(7+ 2a241)

Steg 3: Induktionsprincipen ger asy_1 > aggyq for k= 1,2,3,... och pastaen-
det visat.

Svar: 1

Uppgift 6: For vilka reella tal x &r serien

0 ]' k
o X
F=29kkIn k

absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent?
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Losning: Sitt a, = 5, k= 2,3,...
Steg 1: Berdkna konvergensradien R for potensserien

Vi har 1 ) ]
\k/‘ak|:_1 1—>—,]€—>OO
2kx(Ink)® 2

Alltsa géller

1

2
Av detta foljer att potensserien &r absolutkonvergent for |z| < 2 och divergent
for |x| > 2.
Steg 2: Studera konvergensen for z = 42
r o= 20 UX,a2F = Ez‘;gm som &r en positiv divergent serie eftersom
Z?’:QW ar konvergent om och endast om p > 1.
= —2: U2 ,a,(—1)" = 572,(—1)" 5 dr en alternerande serie som inte ir
absolutkonvergent enligt ovan. Da (;7-7)72, r en avtagande foljd (trivialt)

med griansvérdet 0 (trivialt) ger Leibniz konvergenskriterium att serien kon-

vergerar.

Av detta foljer att potensserien dr divergent for x = 2 och betingat konvergent
for x = —2.

Svar: absolutkonvergent for |z| < 2, betingar konvergent for x = —2 och

divergent for 6vrigt

Uppgift 7 och 8: Se kurslitteraturen



