Matematik Chalmers
Tentamen i TMA226 matematik fordjupning Kfl, 2016-08—22; KL 8:30-12:30

Telefon: Olof Giselsson: ankn 5325

Hjdlpmedel: Inga hjilpmedel, farutom penna och linjal, dr tillatna, ej heller rd knedosa.

OBS! Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak beriikningarna och motiveringarna som ger poing.
Udda uppgifter (1, 3, 5, 7) ger 8 podng var, och jimna uppgifter 7 podng var: totalt 60 poing.
Betygsgrénser, 3: 24-35p, 4: 36-47p och 5: 48p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan.

1. Lat u # 0 och v # 0 vara tvavektorer i ett linjirt rum med skaldrprodukt. Antag att féljande
relation géller mellan lingder av vektorer:

2
ul| = 2||vl| = —=||lu — v]|.
[[ul| = 2[[v]] \/§|I |

Bestdm vinkeln o mellan v och v och visa att u, v och u — v bildar en ratvinklig triangel.

2. Lat C2%([0,1]) beteckna det reella vektorrummet av alla reellvirda tva ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner pa intervallet [0, 1] med den vanliga puktvisa addition och multiplikation
med reella tal. Beteckna detta vektorrum V. Bestdm de reella tal a, b, ¢ for vilka

U={feV:af(0)+0bf(1)=c}
bildar ett underrum i V.
3. Lat f = f(x) och u; vara givna data. Betrakta problemet
" =f 0<z<l, w(0) =0, u'(1) = u;.
Visa att for 16sningen u = u(z) géller foljande Lo-stabilitetsolikhet: ||u/|] < || f]| + |u1].
Tips: Utnyttja att |u(1)| < ||u'|]| och ||u]| < [|v]], eftersom u(0) = 0.

4. Beriakna styvhet- och mass-matris och lastvektor for styckvis linjara finitelement approxima-
tionen till randvérdesproblemet

1
—Eu”—3u=—1, 0<z<1, w(0) =0, u'(1)=-1.

pa en partition Tp, : o =0, 1 = 1/2, 22 = 1, (h = 1/2), av intervallet [0, 1].
5. Berékna
w/4

lim (z" — 1) sin(nz) dz.
n—oo 0

6. Bestdm konvergenscentrum, konvergensradien och konvergensintervallet for serien

i (2z +5)"

= (n? +1)3"

7. Givet vektorrum V med skaldrprodukt < -,- > och ett underrum U av V. Visa att om v € V'
ges av z1 + z dér z; € U och z5 € U+t sé dr z; och 29 entydigt bestdmda.

8. Givet variationsproblemet: Hitta v € H}(0,1) sa att

1
vE) [ atow da:—/ f@y(@)de, Vo€ HY(0,1),
0
formulera motsvarande minimeringsproblem (MP) och visa att (VF) <= (MP).
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TMA226 matematik fordjupning Kfl, 2016-08—22; KL 8:30-12:30. Ldsningar.

1. vi har att
lJu+ |2 = [[u])®> + [[v||* + 2 < u,v >,
darfor ar
lu =0l = [lul” +[|v]]* =2 < u,v >,
dvs 1 1 1
<u,v>= §||U||2 + §||UH2 - §||U—U||2~

Definitionen av vinkel och de givna relationerna mellan langder ger nu

<u,v> 1| 1p|| 1[u—o|?
cosqy = ———— = ———— f —— — —
lulllloll 2 (lol] 2wl 2 [ful|]]v]]
1 1 3 1
Lol Vg L
2 2 2 2
Dérmed blir vinkeln oo = arccos% = %

Kommentarer:Man kan konstatera att vinkelm mellan v och u—wv &r 90 grader och den mellan v och
u — v &dr 30 grader. Vi har alltsa en réttviknlig triangle. Men ett sadant geometriskt resonemang
racker inte for bevis, eftersom uppgiften géller ett allmént linjart rum, men kan anvéndas for
kontroll.

2. For f, g € U och a och 8 € R giller att af + 8g € C%([0,1]) enligt kiinda dervieringsregler.
Vi noterar att nollelementet @ i V' ges av @(x) = 0, « € [0, 1]. Eftersom U &r ett underrum i V'
maste @ € U, sa att det géller

a-0+b-0=¢, dvs c¢=0.
For f, g € U géller att af(0) + bf(1) = 0 och ag(0) 4+ bg(1) = 0. Detta ger att

aaf(0) +bf(1)) + B(ag(0) +bg(1)) =0, dvs

a(@f(0)+ 89(0)) +b(af(1) + Bg(1)) =0, dvs
alaf + Bg)(0) + blaf + Bg)(1) = .

Slutsats: U &r ett underrum i V' om och endast om a, b € R och ¢ = 0.

3. Multiplicera ekvationen —u” = f med u och integrera éver I = (0,1):

1 1 1 1
(1) / fudr = / —u"udzx = —u'(x)u(x)‘ —|—/ w'u dr = —uju(1) +/ u'u' dz,
0 0 0 0
vilket m.h.a. Cauchys olikhet och tipsen ger
1 1
| :/0 (u')* dz :/0 fudr +uru() < [|f] ul] + Jua] [u@)] < (IFI+ fuaDl]a]]-

Hérav foljer a).
Randvillkoret u(0) = 0 ger u(z) = [ v/(y) dy. Speciellt ger z =1 att

1 1
ul=| [ < [ <,
0 0

dér vi ater anvinde Cauchy’s olikhet i sista ledet. Detta visar den ena olikheten. Pa samma sétt

erhalls
T 1
MMS/st/hﬂgww
0 0
1

1

0




Denna ger
1 1 1
P = [P < [P < P [ de <
0 0 0
vilket ger den andra olikheten.

4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : |Jv|| + ||v'|| < oo, v(0) = 0} och
integrera over I = [0, 1],

1 /1 1 1 1 1
7/ u'v' de — ~[u' (z)v(2)]h —|—/ wodr — 3/ uwvdr = —/ vdz, Vv € H).
4 Jo 4 0 0 0

Gemon att siitta in randdata for vi variationsformuleringen: Finn u € H} sa att

11 1 1 1 1
(VF) 7/ u'v' dx +/ w'vdr — 3/ wdx = 7/ vdr — ~v(1), Vv € H.
4 Jo 0 0 0 4

Motsvarande finitelementmetoden &r:
Finn U € V}, = {v : v #r kontinuerlig styckvis linjir paT,, v(0) = 0} sa att

(FEM) 7/ U'v’dx—i—/ U’vdz—3/ Uvda::—/ vdr — —v(l), Yv € V.
4 Jo 0 0 0 4

Vi har att U(x) = &191(z) + ap2(x) dar

= [ 2 0<z<1/2 o w={0 0<z<1/2
PIE) =Y 2-22, 1/2<z<1 PRUZ 2w —1, 1/2<2<1

dr de hela resp. halva basfunktioner pa paritionen 7y, & = U(x1) och & = U(xg). Vi sitter in

p1() pa()

1 1 X
CC():O .7:121/2 172:1

U(z) = &1p1(x) + Eapa(x), v = p1(x) och v = pa(x) 1 (FEM) och far 2 x 2 linjir ekvationssystem
for & och & som ME = b med

I R R hhotor  Leber \ o hewr  fy e
M = 1, 1 52 + 1, 1 3 1 1 )
A\ Joeier  Jyeh Jo ez [y erpe Joerez [y 202
1
& ) Jo 1 1 (901(1) > < 1/2> <0 > ( —1/2)
= , och b=— 9 —— = = — — = .
< ( 13 Iy o2 4 ©a(1) 1/4 1/4 ~1/2
Vi riknar de numeriska virdena for styvhet-, konvektion-, resp. massmatris for ¢, och o och far
Llgo =1\ (0 12Y . (23 1/ a\ [ -1/2
12 n\ -1 1 —1/2 1/2 1/6  1/3 & )7\ —12 )0

vilket slutligen ger, med h = 1/2, att

(—g/g _1/§>(g):(j)=>fz=2, £ = 6/5.
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5. Vi noterar att

7T‘/4 1 1
/ sin(nz) de = [—— cos(nx)]g/4 =—— (1 - COS(E)> — 0, n — 0.
0 n n 4
Dessutom observerar vi att
2" sin(nz) — 0 likformig [0, %],

vilker vi ska visa nedan. Eftersom konvergensen ar likformig pa integrationsintervallet kan vi gora
en gransovergang under integraltecknet. Detta ger

/4
lim 2" sin(nz)dx =0
n—oo 0
och foljdaktligen far vi
/4 /4 /4
lim (2™ — 1) sin(nz) der = lim (/ " sin(nzx) dx — / sin(nx) da:) =0.

Det aterstar att visa den likformiga konvergensen pa [0, 7/4]. Fixera godtyckligt € > 0. Det géller
att

|2" sin(nz) — 0] < (n/4)" =0 for x € [0, g]

Eftersom § < 1 giller att (7/4)" — 0 da n — oo och det finns N (oberoende av z) sadant att

n> M= |z"sin(nz) — 0] <e foalla ze€]l0, %]

Likformiga konvergensen pa [0, 7] &r didrmed bevisad.
6. Serien kan skrivas om som
5 () e
—\3/) n?+1 2/
Dormed #r konvergenscentrum x = —5/2. Konvergensradien ges av
n+1
2 1
1 . (5) (nt1)241 .2 ni4l 2
—=L= lim n—‘: lilm - —MMM — —.
R n— oo (g) 1 n—)oo3(n+1)2+1 3
3 n2+1

Alltsa dr R = 3/2. Serien dr absolutkonvergent i intervallet (—5/2 —3/2 —5/2+3/2) = (—4,-1)
och divergent pa (—oo, —4) och (—1,00). P4 x = 1 &r serien Y .-, 1/(n? + 1) och pa x = —4 den
ar Y2 (=1)"/(n? +1). Bada dessa serier ér absolutkonvergenta. Alltsa konvergensintervallet &r
[—4, —1].
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