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Uppgift 1: Lat V beteckna vektorrummet av alla polynom (med reella koefficien-
ter) av grad hogst 4 pa intervallet [0, 1] med den vanliga punktvisa additionen
och multiplikationen med reella tal. Lat ¢ beteckna polynomet z%. Visa att

M={peV:.pgeV}

ar ett underrum till V' samt bestam dimensionen {or detta underrum.

Losning: Vi noterar att grad (pq) = grad p+ grad ¢ for varje par av polynom
p och q. Av detta foljer att

M={peV :gradp <2}

och alla polynom av grad hogst 2 bildar ett vektorrum med den vanliga addi-
tionen och multiplikationen med reella tal. Alltsa &r M ett underrum till V.
Vidare dr dim M = 3. (Detta &r ett kéint faktum och behover ej bevisas. Om
man Onskar gora det kan man t.ex. visa att polynomen 1, x,z? bildar en bas
for M)

Svar: dim M =3
Uppgift 2: Lat V vara samma reella vektorrum som i uppgift 1. Sétt

. k. _ k -
(p.D) = Sj_g p(P)B(), pHEV.

4
Visa att (p, p) = 0 medfor att p &r nollelementet i V. Bestdm en ON-bas for
underrummet M i uppgift 1 med anseende pa denna skaldrprodukt! (-, ).

Losning: For p € V géller att

op) =t p(5? =0

4
medfor att polynomet p har (atminstone) fem distinkta nollstéllen. Men ett
polynom p # 0 i V kan ha hogst 4 distinkta nollstéllen. Alltsa géller p = 0.
For att bestimma en ON-bas for M utgar vi t.ex. fran basen 1,x,2? for M
och applicerar Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod pa denna.

Sétt pr(z) = 1. Vi har (pi(z),p1(x)) = 5. Sétt pi(z) = \/ig

!Det behover inte visas att (-,-) definierar en skalirprodukt pa V.
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Sétt pa(z) = 2 — (z,p1(2))p1(z). Liten kalkyl ger po(z) =z — 5 och
(Pa(), Pa( > 5. Siitt pa(w) = 22(x - 3).

Sitt ps(x) = 22 — (2%, p1(2))p1(x) — (2%, po(2))p2(x). Efter lite riknande fas
(@ pi(x)) = B2 och (2%, pa(x)) = 3% Detta ger ps(x) = 2> — 2 + 1.
Ytterligare lite riknande ger (p3(x), ps(z)) = & Sitt ps(z) = 8\[‘[(:10 —T+3 )
Vi har nu en ON-bas py, ps, p3 for M.

)

Svar: pi(v) = J, pa(a) = 22(x — ), pa(2) = B2(22 — 2 + 1) teex.

Uppgift 3: Hirled variationsformulering och finita element-formulering, samt berék-
na styvhets- och konvektionsmatris och hogerledsvektor for den styckvis linjira
finita element-approximationen till randvérdesproblemet

—4u"(z) +u'(z) =1, x € (0,1),
u(0) = u(l) =0,

pa en likformig partition 7, av intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/3. For-
mulera det resulterande linjira ekvationssystemet (l6sningen behover ej berik-
nas). Beriikningen av integralerna i matriserna behover ej redovisas i detalj
om resultatet dr ként.

Losning: Variationsformulering: Multiplicera ekvationen med en testfunktion
v € H}(0,1) och integrera éver intervallet [0,1]. Partialintegration i forsta
termen ger

— A (2)v(@)]} + 4 /O 1 o ()0 (2)dx + /O 1 W (2)o(z)de = /0 lv(x)dx.

Med inséttning av randdata v(0) = v(1) = 0 fas variationsformuleringen:
Hitta v € HJ(0,1) sa att

1 1 1
4/ o' (x)v (z)dz + / o (z)v(z)de = / v(z)dx, Vv € Hy(0,1)
0 0 0
Motsvarande finita element-problem &r:
Hitta U € V)2 = {¢ : ¢ ér kontinuerlig och styckvis linjér pa 7, p(0) = (1) =
0} sa att

4/0 U’(x)cp’(x)dx—i—/o U'(x)p(x)dx = 1/0 o(x)dz, Voe V2 (1)

Vi ansitter U(z) = {o1(x) + Eapa(z) dir

%(1' - %‘—1), MRS [xj_l,xj)
903'(33) - %(l'] - IK), S [$j7xj+1) ) j=12
0 annars



ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/3, j = 1, 2.

Vi sétter in U(z) = &@1(z) + Sapa(z) 1 (1) och viljer testfunktioner ¢ = ¢,
1 =1,2. Vi far da ekvationssystemet

(4A+C) €& =,
dér A dr styvhetsmatrisen med element A;; = fol pipidr, i,j = 1,2, och
C ér konvektionsmatrisen med element C;; = fol pipidr, 4,5 = 1,2. b &r
hogerledsvektorn med element b, = fol pidx, i = 1,2 och £ = (£&,&)T ar

16sningsvektorn.

Berédkning av matriselementen ger

Gl Tl ) )=l

eller, med h = 1/3,
2 - [

(Losningen ér & &~ (0.0274, 0.0281)T.)

Svar: —

Uppgift 4: Ar serien 22 pax, dar

k+21
ak:/ DY g, k=0,1,2,.. .,
k+1 L

konvergent eller divergent?

Losning: Serien X7° jay &r en positiv serie med partialsummorna
" ng
sn:ZZ;éak:/ —dzx, n=1,2,3,...
1 x
For R > 3 giller

R R R
1 1 1
/ Edac>/ ﬂdx>/ —dr — 00, R — o0.
1 z e oy e T

Detta ger oss att s,, — oo da n — oo och serien divergerar.

Svar: divergent

Uppgift 5: Sétt



absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent?

Losning;:
Steg 1: Berdkna konvergensradien R for potensserien
Vi noterar att

Alltsa géller

1
R=-=1
1
Av detta foljer att potensserien &r absolutkonvergent for |z| < 1 och divergent

for |x| > 1.

Steg 2: Studera konvergensen for x = +1

Hér observeras att 372 |ay,(+1)F| = $52, E dér serien i HL &r en postiv serie
som konvergerar. Detta inses latt da t.ex.

Ink Ink 1
< _ il

0 7o — 1 ° ak:172a3a
- k2 ks ks
och .
,;”;lﬁ konvergent <= p > 1
samt Ik
0< nl — 0, k — oc.
k3

Vi har hiar anvént jamforelsekriteriet for positiva serier. Slutsatsen &r nu att
potensserien édr absolutkonvergent for x = £1. Svaret foljer.

Svar: absolutkonvergent for |z| < 1 och divergent for |z| > 1 (finns inga z
dar potensserien dr betingat konvergent)

Uppgift 6: Berikna

s
4

lim ("™ — 1) cos(nz) dx.
n—oo 0
Motivera vall!l
Losning: Vi noterar att
i 1 = 1
/ cos(nz) dr = [—sin(nx)]j = — sin(m) — 0, n— 0.
0 n n 4

Dessutom observerar vi att
x" cos(nz) — 0 likformigt [0, %],

vilket vi ska visa nedan. Eftersom konvergensen &r likformig pa integrations-
intervallet kan vi gora en grinsovergang under integraltecknet. Detta ger oss

lim [ 2" cos(nz)dr =0

n—oo 0



och foljdakligen far vi

us s

lim [ (™ — 1) cos(nz) dx = lim (/4
0

n—oo 0 n—oo

™

x" cos(nzx) dx — /4 cos(nzx)dx) = 0.
0

Det aterstar att visa den likformiga konvergensen pa [0, §]. Fixera godtyckligt
€ > 0. Det géller att

|z cos(nx) — 0] < (%)” for = € |0, g]

Eftersom m < 4 géller att (§)" — 0 da n — oo och det finns ddrmed N
(oberoende av z) sadant att

n>N = |z"cos(nx) — 0] <e for alla z € [0, %]

Dena likformiga konvergensen pa [0, 7] dr dédrmed visad.

Svar: 0

Uppgift 7: Lat u € H}(0,1) vara 16sningen till randviirdesproblemet

—u'(z) = f(z), xe€(01),
u(0) = u(1) =0,

och U € V;¥ motsvarande styckvis linjira finita element-approximation pa en
likformig partition 75, av intervallet [0, 1] med steglingd h, dar

Vi) = {¢ : o #r kontinuerlig och styckvis linjir pa 75, ©(0) = ¢(1) = 0}.
Visa att
lu=Ulle < lu—ele,  YeeVy,
1/2
dar ||fl|z = (fol |f’(x)|2d:1:> r energinormen.
Svar: Se sats 4.3 i Asadzadeh, eller foreldsningsanteckningarna.

Uppgift 8: Formulera och bevisa Leibniz konvergenskriterium for alternerande se-
rier.

Svar: Se sats 18.13 1 ELW.



