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Tentamen i TMA226

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Tentan har maximalt 60 poang, dartill kommer poang fran
redovisningsuppgifter (max 3 podng). Betygsgrinserna &ar 24/36/48.

1. Pa denna uppgift ska enbart svar ges. Tva poang per deluppgift.

a) Lat f vara en linjér avbildning fran V' till W sa att dim W = 5 och f &r surjektiv.
Dessutom sa vet vi att dim(N(f)) = 2 (dvs dimensionen av nollrummet). Vad
ar dimensionen for V7

b) Berékna konvergensradien f6r potensserien » >~ na™.

c) Vi definierar en skalirprodukt pa R? sa att (w1, 23) - (y1,y2) = 221y1 + Tolo.
Berékna normen av vektorn (—2,1).

d) Anvind ”composite Midpoint rule” i tva delinterval for att approximera inte-
gralen

SVAR: a) 7 (Dimensionssatsen ger 542=7).
b) Konvergensradien &r 1 (ges t.ex. av kvotformeln)
) 3=12 (—2)2+ L%
d)
1 0 1
/ z’dr = / v2dx +/ z?dr ~ (—0.5)* + (0.5)> = 0.5
- 0

1 -1

2. Varje pastaende ska besvaras med sant eller falskt. Rétt svar ger 1.5p, fel svar ger
—1.5p (inget svar ger Op). Man kan inte fa mindre &n 0 poéng pa hela uppgiften.

a) Om talf6ljderna ay och by, bada &r nedifran begriansade sa &r talfoljden ¢ = ax+by
ocksa det.

b) Om M ir en linje i vektorrummet R? sa ar M ett linjart underrum till R2.

¢) Om > 7 ag och 37,7, by &r konvergenta (och by > 0) sa dr )7, §* konvergent.

d) Om en potensserie (centrerad i 0) konvergerar for z = 3 sa konvergerar den dven
for v = —2.

e) Om aj, > by, > 0 och Y ;2 | a; dr divergent sa &r » -, by divergent.

f) Tva polynom av grad exakt n i z ar lika om de antar samma vérde i n 4 1 olika
punkter.

9p



SVAR:a) Sant (om ay > A och by > B sa ar ay, + b, > A+ B)

b) Falskt. Ta t.ex. linjen y + z = 1 som motexempel. Den innehaller inte nollvek-
torn (0,0).

c) Falskt. Ta t.ex ap = by = k_12 som motexempel.

d) Sant.

e) Falskt. Ta t.ex ay = k?, by, = k% som motexempel.

f) Sant. n + 1 villkor récker for att bestdmma koefficienterna for ett n—te grad-
spolynom.

3. Lat R? ha skalarprodukten (z1,%s) - (y1,¥2) = T1y1 + T1y2 + Y172 + Hxays. Visa att
det verkligen dr en skalirprodukt och ge en ON bas for R? med avseende pa denna
skalarprodukt.

P

Svar: Skalarprodukt visas genom att kontrollera kraven for skalarprodukt, dvs
<ax,y >=a<uz,y>

<zr+yw>=<z,w>+<yw>
<z,y >=<y,r >
<z, x>>0

samt < z,x >= 0 om och endast om = = 0. Ett exempel pa ON-bas &r (1,0) och
1(1,—1). Kan konstrueras med t.ex. Gram-Schmidt utgéende fran (ej ON) basen

(1,0),(0,1).

4. Bestam vilka av foljande serier som konvergerar.

k_k
a) Yoy 5Tk
k
b) Ml &
c) 2021 Ilﬁ_kl;
d) Do, ()

8p

Svar:a) divergent (grénsvérdet for termen gar mot 1).

b) Konvergent visas via exempelvis kvottest.

c) Konvergent. Kan ses pa olika sitt. Exempelvis sa géller att 0 < ,f}—’f = ,jg(’;g . kfos <
kl—ﬂ)s nar k ar stort.

d) Absolutkonvergent och alltsa konvergent da 0 < |%|k < ]%]k < 2%

5. Lat V vara vektorrummet som bestar av funktioner fran R till R. For vilka positiva
heltal n bildar delméngden M,, som bestar av funktioner f sa att f(z)" = f(a™) ett
linjart underrum?

6p



Svar:Om n = 1 sa ar det ett underrum (da f(z)' = f(2!)) alltid géller, och vi da
har V' = M;. Om n > 2 sa kan vi underséka funktionen g(z) = x. Uppenbarligen
sa tillhor g delméngden M da g(x™) = 2™ = g(x)". Lat oss anta att M, nu &r ett
underrum. Om M, ér ett underrum sa ska ocksa 2¢g(x) = 2z = h(z) ligga i M,,. Da
har vi 22" = h(z") = h(z)" = 2"2". Da detta géller for alla = sa géller det speciellt
for x = 1 och vi har 2" = 2 vilket uppenbart ar falskt da n > 2. Alltsa sa ar M,
endast ett underrum da n = 1.

. Harled variationsformulering och finita element-formulering, samt berdkna styvhets
och massmatris och hogerledsvektor for den styckvis linjara finita element-approximationen
till randvardesproblemet
—u" + 6u =1;
{ u(0) = u(l) =0,
pa en likformig partition 7, av intervallet [0, 1] med steglingd h = 1/3. Formulera
det resulterande linjara ekvationssystemet (16sningen behéver ej beriknas).

8p

Svar Varlatlonsformulering Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € Vg :=
: fo (r)*)dz < oo; v(0) = v(1) = 0} och integrera Gver intervallet
[O 1]. Partlahntegratlon ger

— [u'(x)v(x)]; + /01 o' (z)v'(x)dz + 6 /01 u(x)v(x)dr = /01 v(z)dx.

Med inséttning av randdata v( )=
Hittau € V := {v: fo V(1)

/ lu'(m)v'(x)dx+6 / ' w(o)ola)dz = /  @)e, o eV

Motsvarande finita element-problem &r:
Hitta U € V}, = {¢ :  ar kontinuerlig och styckvis linjar pa 7Tp, ¢(0) = ¢(1) = 0}
sa att

(1) = 0 fas variationsformuleringen:
2Ydzx < oo; v(0) =v(1) = 0} sa att

1 1 1
/ U’(:c)cp’(x)da:—i—fi/ U(:U)cp(x)dx—/ o(z)dx, Ve VY.
0 0 0
Vi ansétter U(x) = &1¢1(x) + Eapa(z) dér

3z, xr €1[0,1/3) 0, x €10,1/3)
o1(x) =¢2—3x, z€[1/3,2/3), @olx)=¢3x—1, z€l1/3,2/3)
0, x € [2/3,1] 3—3z, z€(2/3,1]

ar hattfunktionerna svarande mot nodpunkterna z; = j/3, j =1,2.

Visitter U(z) = &1p1(x)+E&pa(2) 1 finita element-problem och véljer testfunktioner
v =;, t =1,2. Vi far da ekvationessystemet

foi(%ydl’ foi P phd +6 foi prp1de fgi Prpad Fl} _ foi prdx
fo Solzﬂolldx fo (90/2)2dx fo pap1dx fo Papadx ) fo padx
Berakning av matriselementen ger
112 -1 h 14 1 ST
o R MR

eller, med h = 1/3



7. Lat vektorrummet V besta av alla linjara funktioner fran R”™ till R. Bestam Vs
dimension och ge en bas for vektorrummet.

6p

Svar: Linjara funktioner fran R™ till R kan beskrivas som 1 x n matriser. Uppen-
barligen sa bildar sadana matriser ett vektorrum av dimension n och en bas ges av
de linjéra funktionerna h; sa att h;(e;) = 1, hi(e;) =0 da i # j.

8. Los ekvationen (1395) + (1—39@)2 + (1—3;;:)3 +...=3x+8.

8p

Svar: Viadderar 3 till bada sidor. Dafarvi3 )~ ﬁ = 3z+11. Véansterledet ar
en geometrisk serie som da konvergerar (saldnger ﬁ < 1) till 317L =35 =

3”7’1 =3 - % Da har vi 3 — % = 3z + 11. Multiplikation med x och forenkling ger
0 = 3z% + 8r — 3. Rotterna ar x = —3 samt x = % Roten z = % ar en falsk rot (da
serien inte konvergerar for detta vérde). Alltsa sa maste vi ha x = —3 som enda

16sning.

1—x



