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1. Låt V = P2 = {p(t) = a0 + a1t+ a2t
2 : a0, a1, a2 ∈ R} vara vektorrummet av poly-

nom av grad högst 2 på R med de vanliga punktvisa operationerna (p + q)(t) =
p(t) + q(t) och (αp)(t) = αp(t) för p, q ∈ P2, α ∈ R. Bestäm alla a ∈ R så att

Wa = {p ∈ V : p(1) = a}

utgör ett underrum av V , samt dimensionen av Wa för dessa a.

(7p)

2. Betrakta vektorrummet V = C[−π, π] med skalärprodukten

〈f, g〉 =
∫ π

−π
f(x)g(x)dx .

Bestäm Fourierapproximationen fn av ordning n för f(x) = x2 samt avståndet
mellan vektorerna f0 och f i V . Använd också Fourierserien med period 2π för f
för att beräkna summan till serien
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Uttrycken för Fourierkoefficienterna behöver inte härledas.

(7p)

3. Betrakta randvärdesproblemet{
− u′′(x) + 2u′(x) = sin(πx), x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

Härled variationsformulering och finita element-formulering, samt beräkna styvhets-
och konvektionsmatris för den styckvis linjära finita element-approximationen till
randvärdesproblemet på en likformig partition Th av intervallet [0, 1] med steglängd
h = 1/4. Beräkna också högerledsvektorn approximativt genom att använda trapets-
formeln på varje delintervall av längd h.

Formulera slutligen det resulterande linjära ekvationssystemet (lösningen behöver
ej beräknas). Beräkningen av integralerna i matriserna behöver ej heller redovisas i
detalj om resultatet är känt.

(8p)



4. Visa att serien
∞∑
k=3
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k

)
är konvergent. (Tips: Serieutvecklingarna cosx = 1− x2/2 +O(x4) och ln(1 + x) =
x− x2/2 +O(x3) kan vara användbara).

(7p)

5. Avgör för vilka x ∈ R som serien
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är absolut konvergent, betingat konvergent respektive divergent.

(8p)

6. Visa att funktionsserien
∞∑
k=1
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(x
k

)
e−kx

är likformigt konvergent på [1,∞).

(7p)

7. Visa dimensionssatsen, d.v.s. att för m× n-matris A ∈ Rm,n gäller

dimN(A) + dimV (A) = n .

Det är tillräckligt att genomföra beviset för fallet 0 < dimN(A) < n.

(8p)

8. Betrakta randvärdesproblemet{
− (a(x)u′(x))′ = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

Formulera motsvarande variationsformulering (VF) och minimeringsproblem (MP),
samt visa att “(VF) ⇒ (MP)”, dvs att en lösning till (VF) också är en lösning till
(MP).

(8p)

Lycka till!
Fredrik & Tobias


