Matematik Chalmers
Tentamen i TMA226 matematik fordjupning Kf1, 2016—-05-28; KL 8:30-12:30

Telefon: Mohammad Asadzadeh: ankn 3517

Hjdlpmedel: Inga hjilpmedel, féorutom penna och linjal, &r tillatna, ej heller raknedosa.

OBS! Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak beriikningarna och motiveringarna som ger poing.
Udda uppgifter (1, 3, 5, 7) ger 8 podng var, och jimna uppgifter 7 podng var: totalt 60 poing.
Betygsgrénser, 3: 24-35p, 4: 36-47p och 5: 48p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan.

1. Lat (zi,¢), i =0,...,n varan+ 1 par av punkter z; och givna tal ¢;. Visa att det finns exakt
ett polynom p av grad hogst n sa att

p(x;) = ¢, i=0,...,n.

2. Méngderna Ny := {x € R3 : Ax =0} och R4 := {Ax : x € R3} &r linjéira rum dér

1 0 2
A=1]0 1 1
1 1 3

Bestdm baser i M4 och Ry4.

3. Betrakta begynnelsevéirdesproblemet

f%u"(x) +2u/(z) =6, z€(0,1), u(0)=u(l)=0.

Dela in intervallet [0,1] i tre lika delintervall och berdkna for hand styvhetsmatrisen, konvektions-
matrisen och lastvektorn fér den styckvis linjéra finita element 16sningen U. Los sedan ekations-
systemet for att bestdmma approximative vérdena & = up(1/3) och & = up(2/3).

4. Visa en a priori feluppskattning for den styckvis linjara Galerkin approximationen till problemet
—u"(z) +u(z) = f(z), 2€(0,1),  u(0)=u(l)=0.
i energinormen ||v||p med |[v||} = ||’UH2L2(I) + ||v'||2L2(I).

5. For vilka reella z konvergerar serien

oo

S ()" = () 2(3) a(3) 0

k=1

6. Visa att funktionserien
oo
_13/2,
E re k°/“x
K=1

ar likformig konvergent pa [0, 00).

7. Visa dimensionssatsen, dvs

dim N (A) + dim V(A) =n
dér A dr en (reell) m x n-matris.

8. Visa foljande linjiira interpolationsfeluppskattning for en funktion f € C?(a,b).
i f = fllne b < (0= a) |11 ab)s

dar ||wl|1_ (ap) = MaXe<z<p | f(2)| ( max-normen).
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TMA226 matematik fordjupning Kfl, 2016-05—28; KL 8:30-12:30. Ldsningar.

1. Satt

(x —x0) ... (x —xi—1)(® —xi01) . .. (T — )
Xr; — (E(]) e (.’Ez — {Eifl)(ifi — .’Ei+1) e ((Ez — {En) ’
Da géller att p; € P, och

o we)={o 127

Polynomen é&r linjéart oberoende, ty antag att

Z Ajpj(z) =0, V.
3=0

1=0,...,mn

Da fas speciellt for © = x; att
S Api(x) =X =0, i=0,....n,
§=0

vilket bevisar pastaendet. Eftersom P, dr (n + 1)-dimensionellt, sa utgér alla de n + 1 elementen
p; en bas for P,. Av (1) foljer ocksa att

p() =3 ;@)
§=0

uppfyller p(x;) = ¢; for i = 0,...,n. Polynomet p ir entydigt bestdmt. Ty om det finns ett annat
polynom ¢ € P, sadant att g(z;) = ¢; for i = 0,...,n. Da dr p — ¢ ett polynom an grad hogst n
med n + 1 olika nollstéllen. Alltsa dr p — ¢ nollpolynomet, dvs p = ¢

2. Los

Gemon att subtrahera rad 1 fran rad 31 A far vi

1 0 2 1 0 2 1 0 2 T —2t
01 1|=RE)Y=|011|=(RE)={000|= |y |=| -t
1 1 3 0 1 1 0 1 1 z t
Alltsa far vi en bas for
-2
Ny : -1
1

Genom att subtrahera 2 ggr kolonn 1 fran kolonn 3 far vi att

1 0 2 1 00 1 0
01 1|=(KE)=|1011|=(KE)=|01
1 1 3 1 1 1 11
Eftersom
a1(1,0,1>+042(071,1):0c>041=a2:0,
sa Ar
1 0
0 . och 1 linjéart oberoende.
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De bildar en bas i R 4. SVAR:

-2 1 0
Basi Ny : -1 1, basi R4 : 0 |. och 1
1 1 1
3. Losning: Med dem givna homogena randdata och partitionen zp = 0,2y = 1/3, 29 =
2/3, x3 = 1, har vi med endast tva bas funktioner:

31’, OS.’ES 1/37
<P1(”3):{ 3(2/3 1), 1/3<x<2/3,

och

3(z—1/3), 1/3 <z <2/3,
“OQ(x):{ 3(1 - 2), 2/3<z<1.

Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € VO := {v : ||v|| + [[V/|| < o0, v(0) = v(1) = 0}

e1() pa(z)

I ] x
.230:0 .13121/3 1‘2:2/3 3;‘3:1

och integrera 6ver I = [0, 1]. Efter partiell integration far vi variationsformuleringen: Finn u € V°

sa att
1 /1 1 1
7/ u’v’dw—l—Q/ u’vdx:6/ vdx, Yo e VO.
3 Jo 0 0

Motsvarande finita elementformulering &r:

Finn U € V! = {v € V° : v &r kontinuerlig styckvis linjir pa 75} sa att

1 1 1 1
FEM — | Uvdx+2 | Uvde=6] v Yo e V0.
3 0 0 0 h

Vihar att U(z) = &1 (x)+&202(x) dr basfunktioner pa paritionen Ty, & = U(z1) och & = U(z2).

Vi siitter in U(x) = &101(x) + a2 (x), v = @1 (x) respektive v = @o(x) i (FEM) och far ett 2 x 2
linjért ekvationssystem for £; och & som ME = 6b, dar M = %S + 2K med styvhatsmatris

g foi o’ foi et ) _ 3( 2 -1 )
fo #1éh  Jo b -1 2
1 1 4
K= do#ier  Jy e ) 1 ( 0 1 >
fo eie2 [y he 2\ -1 0

1
§:< ;), och lastvektor bz(ﬁﬁi):(%i).
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Darfor ar
2 -1 0 1 2 0
M<—1 2 >+<—1 0)(—2 2)

Mx:6b<:><2_2 g><2>:(§).:>§1:1, £ =2.

4. Varitionsformuleringen blir (efter partiell integration)

Och vi far

1 1 1
(VF) / u'v' dx —|—/ uvdr = / fvdz, Vv € Hp.
0 0 0
Lat nu
V¥ =: {v: v linjir, styckvis kontinuerlig och v(0) = v(1) = 0} C H;.
Finit element formulering: Finn U € V}0 s att

1 1 1
(FEM) / U'v' dx + / Uvdz = / fvde, Vv e V.
0 0 0

Nu (VF)-(FEM) ger Galerkin ortogonalitet:

1 1
(G 1) / (U—U)/U/dl‘—F/ (u—U)vdr =0, Yo € V.
0 0

Relevant norm for uppskattning av felet e = u — U, blir da energinormen:
1 1 1/2
lellz == (/ (e/)de+/ eQd:c) .
0 0
D4 har vi med v € V! att

el =ll(w—U)'I* + lu — U

:/1(u—U)’(u—v—i—v—U)’dm—i—/l(u—U)(u—v—i—v—U)dx
0 0
1 1
:/0 (u—U)(u—w) daer/O (u—U)(u—v)dz
—|—/0 (u=U)(v-0U) dx—l—/o (u—U)(v—U)dz{denna rad =0 pga G L}

1 1
:/ (u—U)’(u—v)’dx—i—/ (u—U)(u—v)dz
0 0
<{Cauchy-Schwartz} < ||(u = U)'||[[(w — v)'l| + [lu = Ulllu — v
1 1 1 1
<= _ 12 - o012 - _ 2 - _ 2'
<= 0Y I+ =) I+ = U2 4 Do)
Alltsa
el = lI(w = UY'[I* + llu = Ul < [[(w=v)I* + llu = vl*, VveVy.

Vilj nu v = mpu. mpu dr den linjéra interpolanten av u. Genom att anvinda feluppskattningar for
interpolanten far vi
lellE < l(u —mpu)'|? + [lu — mpul®
< C2 |+ €2 |2 < (Gl + Cll)
Alltsa vi har foljande a priori feluppskattning:
lelle < Ci(1Iau"ll + 0]} = O(h).
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5. Eftersom ay = (—1)*k(x/2)3%, har vi att

ang1| | (ED)" T+ 1) (x/2)%"13 ) n41/x\3] n+lz
an, _’ (=1)"n(x/2)3" ’_‘ n (5) ‘_ n ’5‘
Varfor
lim |24 = fim n+l‘£):’§
n—oo | @, n—oo n |2 20

och den ginva serien konvergerar for |z/2|> < 1 och divergerar for |z/2> > 1. Alltsd serien
konvergerar for alla x i intervallet
—2<r <2,

och divergerar utanfor (for || > 2). Slutligen f6r att bestdmma seriens uppforande for x = +2, we
observerar att allménna termen #r da +(—1)*k, och eftersom +(—1)¥k gar inte mot 0, da k — oo
sa divergerar serien i bada dndpukterna.

_k3/2

6. Sétt fr(x) = e . Vi noterar att

1
ngk(x)gma J?E[0,00)
eftersom L fi.(z) = e~k (1 — |3/2x). Sitt t.ex. a = 75 Det giller att
1. ‘fk(:c)’ < ay for z € [0,00) och k=1,2,3,...

2.3 e ak =Y 1&% som konvergerar.
Weierstrass M-sats ger att funktionsserien ér likformig konvergent pa [0, c0).
MA



