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Glomskeegenskapen hos den geometriska fordelningen: Visa att om X &r en stokastisk
variabel som &r geometriskt fordelad géller for alla n och k att

P(X >n+klX >n)=PX >k).

Overtyga dig sjilv om att detta egentligen &r en sjilvklarhet.

Lat n vara ett godtyckligt positivt heltal och 18t X vara en stokastisk variabel som &r
binomialférdelad med parametrar n och 1/2. Visa med hjilp av induktion att att P(X
ar udda) = 1/2.

Lat X vara en stokastisk variabel som antar ickenegativa heltalsvirden. Visa att

E[X] = f: P(X >n).

n=1

I en urna finns atta kulor som fran bérjan alla dr vita. Antag att man ging pa gang
drar en kula ur urnan pa mafd och sedan lagger tillbaka den efter att, om den &r vit, ha
malat den svart. Lat X vara antalet kulor man drar tills man for férsta gangen valt en
kula som redan blivit svartmalad. Berékna véntevirdet for X.

Berdkna variansen for antalet kast man maste géra med en térning innan alla sex sidor
kommit upp. (Jamfor med exemplet i texten dér véntevirdet berdknas.)

Ett populért tdrningsspel pa brittiska pubar ar foljande: Man satsar pa ett tal mellan 1
och 6 och slar sedan tre tdrningar. Om en av tdrningarna visar det nummer man satsat
pa vinner man ett pund. Om tva tdrningar visar ens tal vinner man tva pund och om
alla tre visar detta tal vinnar man tre pund. Om ingen av tdrningarna visar det man
vill, forlorar man ett pund. Vad &r véntevirdet av vinsten? Vad &r variansen?

Ett heltal mellan 1 och 64 véljs pad mafa. Du ska gissa vilket talet dr genom att stéilla
ja/nej-fragor. Vad ar vintevdrdet av antalet gissningar som krivs (a) om du anvinder
strategin “Ar det 1?7 Ar det 27 Ar det 37 etc”? (b) om du anviinder strategin att halvera
antalet mojligheter med varje fraga?

En person, 18t oss kalla honom Olof, pastar sig besitta 6vernaturliga forméagor och hiavdar
att han med hog sannolikhet kan férutsdga utfallen av slantsinglingar. For att prova
honom tar du fram ett symmetriskt mynt och gér 20 stycken slantsinglingar och later
Olof i forvdg forutsdga vad utfallet ska bli. Om Olof far ratt i 12 av de 20 fallen, skulle
du vara beredd att tro pa hans formaga da? Om han har 15 rétt?

Om X och Y &r tva stokastiska variabler som har samma fordelning, vad ir E[X/(X +
Y))?

Finns det nagon stationér fordelning for slumpvandring pa grafen
G = ({a'7 b’ C7 d}7 {{a7 b}’ {b7 c}’ {67 d}7 {b’ d}})?

I s fall: Vad ar den?
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30. Konstruera sjalv fyra olika grafer och berékna, om mdjligt, den stationéra fordelningen
for slumpvandring pa dem.

31. Lat A vara en héndelse sddan att P(A4) > 0. For alla hindelser B, sitt Q(B) = P(B|A).
Visa att @) &r ett sannolikhetsmatt, dvs visa att alla tre pastdendena i Sats 9.1 géller
for @ (och darmed alla pastdenden om P i alla efterfoljande satser).

32. Lat A och B vara tva oberoende héndelser. Visa att dven A och B¢ &r oberoende (och
dérmed &ven A€ och B och likasd A€ och B¢).

10 Svar till 6vningar

10.1 Kapitel 1

3. — pVq: Solen skiner idag eller vitsipporna star i blom.
— pA ~ r: Solen skiner idag och det blaser inte sydlig vind.

— p A (g Vr): Solen skiner idag. Dessutom star vitsipporna i blom eller s& blaser det
sydlig vind.

— ~ qV (~ p Ar): Vitsipporna blommar inte eller sa skiner inte solen idag och det
blaser sydlig vind.

4. p: Bilen startar, ¢: Du brakar, r: Vi aker till Liseberg, s: Du maste stida ditt rum.
Meningen i texten blir da: pA ~ ¢ = rA ~ s.

5. Man ska visa att de bada pastdendena i ett givet par alltid har samma sanningsvirde.
Lat oss ta det forsta paret som exempel: ~ (p A q) ar falsk om och endast om p A ¢ &r
sann, dvs d& bade p och g dr sanna. ~ pV ~ ¢ ar falsk om och endast om béde ~ p och
~ ¢ ar falska, dvs om p och ¢ ar sanna. Vi ser att de bada péstadendena i alla ldgen har
samma sanningsvarde, dvs ar logiskt ekvivalenta.

7. — p: Jag ska vara snill idag

— q: Jag ska gora min léxa idag.

— r: Mamma blir glad.

— s: Jag far godis.

— t: Pappa blir glad.
Argumentet blir

pVyq
p—)‘l"
r— S8
q—t

S

8. (a) giltigt, (b) ogiltigt, (c) ogiltigt, (d) giltigt, (e) giltigt, (f) giltigt, (g) giltigt, (h) giltigt.
9. Yienri=2+4+7+11 =24, [[;epi% = 224272 112 = 379456,
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11. Sats 1.2(d): Vi ska visa att s& fort 3z : P(z) AQ(z) &r sann s r ocksé (I : P(z))A(Tx :
Q(z)) sann. Men om det forstndmnda pastsdendet &r sant betyder detta per definition
att det finns ett element a i det aktuella definitionsomradet som &r sddant att P(a)AQ(a)
ar sann, dvs att bdde P(a) och Q(a) &r sanna. Detta medfor dels att 3z : P(z) ar sann,
dels att 3z : Q(x) &r sann, vilket i sin tur betyder att konjunktionen av dessa tva &r
sann. Eftersom det var just detta som skulle visas ar saken klar.

12. (a) falskt, (b) sant, (c) falskt, (d) sant, (e) sant.

13. (a) giltigt, (b) ogiltigt, (c) giltigt, (d) giltigt.

10.2 Kapitel 2
1. (a) 8,9, 10, 11 (b) méngden ar tom (c) alla heltal storre an 8 (d) 5, 6, 7, 8
2. (a) sant (b) sant (c) falskt (d) sant (e) falskt (f) sant (g) falskt (h) falskt
4. |A x B| = mn och |P(A)| = 2.

5. Den forsta likheten &r korrekt, medan den andra inte alltid géller.

10.3 Kapitel 3

1. Eftersom A x A = {(z,y) :x € ANy € A} kan vi lata f(z,y) vara avstdndet mellan z
och y.

2. Funktionen &r surjektiv men inte injektiv. f(=7) = (=7)2 = 49, f(7) =3 -7 = —4,
Vf =R, f((—00,4]) = [_1700)'

3. (a) varken injektiv eller surjektiv (b) varken injektiv eller surjektiv (c) bijektiv, inversen
ar f~1(z) = (z —6)1/3 (d) varken surjektiv eller injektiv (e) surjektiv men inte injektiv.

4. fog(z) = f(g(z)) = g(z)* +1=1/(1+2%)*+1, go f(z) = g(f(z)) =1/(f(z)* +1) =
1/((z* + 1)2 +1).

10.4 Kapitel 5

4. Felet ar i startsteget: Att séga att alla histar har samma firg i en méngd med bara en
hést ar ett meningslost pastiende; relationen “har samma fiarg” kraver ett par av héstar
fér att ha nagon mening.

10.5 Kapitel 6
1. (a) 1,3,50ch 15 (b) 1 och 2 (c) 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 och 24 (d) 1.

2. (a) sgd(315,74) =7, u = =3, v = —17. (b) s¢d(96,144) = 48, u = —1, v = 1. (c¢)
sgd(729,611) = 1, u = —233, v = 278.
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. (a) 366 = 2-3-61, &(366) = 120. (b) 10100 = 22 - 52 - 101, &(10100) = 4000. (c)

959 = 7-137, ®(959) = 816.

Eftersom p #r primt och pla? giller enligt Sats 6.7 att p|a varfor a = ¢p fér nagot heltal
c ur vilket det i sin tur foljer att a? = c?p? sa att p?|a’.

. Det finns tva mojliga l6sningar: Antingen kopte Olga 3 tartbitar och 30 bakelser eller s&

kopte hon 11 tartbitar och 7 bakelser.

. Eftersom s¢d(6,9) = 3 och 3 f1 &r ekvationen i (a) inte 16sbar. Déremot &r (b) losbar

dé 3|15. Den allménna lsningen ar (z,y) = (1 — 3n,1 + 2n),n € Z. Ekvation (c) &r
16sbar och har den allménna l6sningen (z,y) = (11 + 73n,1 + Tn),n € Z.

Lotta kopte 1 dpple, 5 meloner och 94 plommon.

(a) j 1osbar, (b) z = [4] eller z = [9], (c) z = [9], (d) €] losbar.
3.
Patrik har 163 leksaksbilar.

(a) £ =236 +273n, n € Z. (b) x = 2115 + 2652n, n € Z. (¢) x = 16b — 15a + 240n,
n€Z. (d) £ =167 +495n, n € Z.

79.

10.6 Kapitel 7

1

2.

6% = 216.

(a) 5! =120, (b) 3! =6, (c) 7! = 5040.

(a) 31/2! = 3, (b) 71/2! = 2520, (c) 11!/(5! - 2! - 2!) = 83160.

91936.

(%) = 1562275.

(x+2)" =27 + 1425 + 842° + 280x* + 560z + 67222 + 448z + 128.

310(1) = 1148384952.

et

(a) 8! = 40320, (b) 18- 6! = 12960, (c) 38- 6! = 27360, (d) (4!)2 = 576, (e) 5(4!)2 = 2880.
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10.7 Kapitel 8

1. Fall (d) &r den enda icke sammanhéngande grafen. Den har komponenterna ({a, c}, {{a, c}})
och {b,d},{{b,d}}). Graferna i (a), (e) och (g) &r trad. I 6vrigt giller: (a) dy = d. = 1,
dy = 2. Det finns en Eulervig mellan a och ¢ men ingen Eulercykel. (b) dy = d,, = 3,
dy, = dg = 2. En Eulerviig mellan b och m finns men ingen Eulercykel. (c) Alla gradtalen
ar 4. En Eulercykel finns. (d) Alla gradtalen &r 1. Varken Eulervig eller Eulercykel finns.
(e) d, = 7 medan all 6vriga gradtal &r 1. Varken Eulervig eller Eulercykel finns. (f) Alla
gradtal dr 4. En Eulercykel finns. (g) Samma graf som i (a). (h) Alla gradtal &r 2 och
en Fulercykel finns.

2. Tips: P.g.a. att G = (V, E) ér bipartit kan man skriva V. = AU B dar A och B ér
disjunkta och dér varje kant har ena dnden i A och den andra i B. Darfor méste varje
vég vara i A exakt varannan gang.

4. T uppgift 1 ar (c), (d), (f) och (k) reguljara. Den kublika grafen i uppgift 2 ar inte
reguljar.

6. Tips: For att visa att om det saknas vig av udda lingd med start och mal i samma
nod s& maste G vara bipartit, 18t vy, v1,v9,. .., v, vara en cykel som passerar varje kant
minst en gang. D& maste n vara jamnt och man kan 1ata A vara méngen av alla vy dér
k &r udda och B motsvarande med k jamnt.

10.8 Kapitel 9

1. Utfallsrummet viljs ldmpligen som méngden av alla kombinationer av tre kulor och
sannolikhetsfunktionen till p(u) = 1/35 for alla kombinationer u.

3. (5)(3)/35 = 4/7.

4. Tips: Anvéind Sats 9.2(f).

5. 10 procent.

6. (48!-4-381)/(35! - 521) ~ 0.031.

7. Om man antar att personerna véljer hotell oberoende av varandra och att de alla véljer
hotell p4 mafa far man att den s6kta sannoliheten &r

6-5-4-3 5
o6t 18
13(5) (5)4° (5)(3) 44 5. 13(3)(%) :
8. (a) G (b) G (c) 4(5521)0a (d) =y (e) 1(?3524)8-
9. 1/2.
10. 11/50.

11. Om vi antar att alla pojkar som inte &r brundgda har bla Ogon far vi att det sdkta
antalet bladgda pojkar ar 9.
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13. Tips: P(A) = 3j_; P(AN By).
14. 3/5.

15. Vid bést av fem matcher &dr svaret 0.68256 medan det vid b#st av sju matcher blir
0.710208.

16. Forvintad vinst #r 360/37 ~ 9.73. Sannolikheten for 50 vinstfria spel &r (36/37)%° ~
0.254.

17. 4195/19683 ~ 0.213.

18. (a) 105/512, (b) 193/512, (c) 7/128 (d) 9/64.

19. (a) 3/(272), (b) 1 — 205/(24n?%) = 0.135, (c) 49/(672) ~ 0.827, (d) oo.
21. Tips: Skriv X = I1 + Is + ... + I,, och anvind induktion 6ver n.

23. ca 4.245.

24. 38.99.

25. —17/216.

26. (a) 32.5, (b) 6.5.

27. Om Olof inte besitter ndgon spadomsférméga blir antalet korrekta gissningar, X, Bin(20,1/2)
och vi far att P(X > 12) = 0.2517 oxh att P(X > 15) ~ 0.021. Om Olof far 12 rétt
finns det alltsd ingen som helst anledning att 1ata sig Gvertygas; chansen ar ju mycket
god att lyckas minst s& bra genom att bara gissa pa mafa. Vid 15 ratt kommer saken i
ett annat l4ge. Chansen att lyckas minst s bra bara genom att gissa ar i stort sett inte
mer #n 1 pa 50, s detta kan man se som ett statistiskt bevis av att ndgot ar pa gang.
(Dock skulle undertecknad aldrig tro att Olof verkligen kan se in i framtiden utan skulle
dra slutsatsen att det formodligen dr nagot annat fel med undersékningen.)

28. 1/2.

29. Det finns en stationdr fordelning: m, = 1/8, my, = 3/8, 1. = 714 = 1/4.
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