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1. (6p) Lat a, b och ¢ vara heltal. Visa att a|b och a|c om och endast om
a|/mb + nc for alla heltal m och n.

2. (6p) Formulera och bevisa binomialsatsen.
3. (6p) Formulera och bevisa kinesiska restsatsen.

4. (6p) Lat Ay, As, Az, ... vara delméngder av en universalmingd U. Visa
forst att (A; U Ap)' = A} N A} och visa sedan med hjéilp av induktion
att det for allan = 2,3,4,... giller att (Up_,A4,) =N7_,Al.

5. (7p) Rita grafen G = G(V, F) dar V = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} och E =
{{a,b},{a,c}, {c,d},{d, e}, {a, f},{f, g}, {a, h}, {h,i}}.

En av grafens nio noder viljs pa mafa. Vad ar vintevirdet av avstandet
mellan den valda noden och a? (Avstandet mellan tva noder i en graf
ges av antalet kanter i en kortaste vig mellan de tva noderna.)

6. (6p) Ungefir 1500 enkronor staplas pa ett bord. Néar enkronorna liggs
i staplar med 10 mynt i varje blir det 7 mynt 6ver, nir staplarna in-
nehaller 7 mynt var blir det 3 mynt 6ver och nér staplarna bestar av
13 enkronor blir det 10 mynt &ver. Hur manga enkronor finns det pa
bordet?

7. (6p) I vart och ett av foljande logiska argument dr en av hypoteserna
dold av ett fragetecken. Ersétt fragetecknet med ett logiskt pastaende
sadant att argumentet blir giltigt och bevisa i samband med detta ar-
gumentets giltighet.
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8. (7p) Finns det nagra heltal n > 1 sddana att kvoten

ot —1
4n — 1

blir ett heltal? (Ditt svar maste naturligtvis motiveras for att ge
poéng.)

/Johan Jonasson
Losningar
1. Teoriuppgift.
2. Teoriuppgift.
3. Teoriuppgift.

4. Lat z vara ett godtyckligt element i (4A;UA,)". Da géller att x ¢ A;UA,,
dvs © & A; och x & Ay, dvs x € A} och z € A}, dvs z € A} N A).
Dérmed géller att (A4; U Ay)' C Al N Al

A andra sidan om z € A} N A} giller att 2 € A} och z € A si att
x g Ajochz & Ay, dvs x & AjUAy, dvs x € (A1 U Ay)". Dérmed géller
att A7 N A, C (A; U Ap)’ och saken ar klar.

Lat oss nu ta den andra delen av uppgiften. Vi har nyss visat att
pastaendet som ska bevisas giller dd n = 2, sa antag nu att pastaendet
ocksa ar sant da n = p for ett godtyckligt valt positivt heltal p. Vi har
da att

(UL AR)' = (Upoi Ak) U Api)'

och enligt vad vi nyss visade i fallet n = 2 blir detta
(U£:1Alc)l N A;+1
som enligt induktionsantagandet ar
+1
(ﬂizv‘lﬁ,) N A;+1 = ﬂizlflk-

Pastaendet vi skulle visa foljer nu av induktionsprincipen.



5. Grafen G ar ett tridd med a som “knutpunkt” och “armarna” ab, acde,
afg och ahi.

Lat nu den stokastiska variabeln X beteckna avstandet fran a till en
i G pa mafa vald nod. Det giller att X = 0 da a viljs, X =1 da b,
c, [ eller h viljs, X = 2 da d, g eller 7 viljs och X = 3 da e viljs.
Saledes blir P(X =0) =1/9, P(X =1) =4/9, P(X = 2) = 3/9 och
P(X =3)=1/9sa att

1 13
E[X]=g(0-1+1-4+2:3+3-1) =

6. Vi ska losa ekvationssystemet

r=3 mod 7
=7 mod 10
=10 mod 13

Enligt den forsta ekvationen ar x = 3 + 7k for nagot heltal £ och om
detta stoppas in i den andra ekvationen fas att 7k + 3 = 7 mod 10,
dvs 7k = 4 mod 10. Inversen till 7 mod 10 ar 3 sa via multiplikation
av denna kongruens med 3 far man £ = 2 mod 10, dvs £ = 10m + 2
for nagot heltal m. Substituera nu for £ i uttrycket for z och fa x =
Tk +3="7(10m+ 2) +3 = 70m + 17.

Stoppa nu in detta i den tredje ekvationen och fa att 70m + 17 = 10
mod 13, dvs 70m = 6 mod 13, dvs 5m = 6 mod 13. Inversen till
5 mod 13 ar 8 sa multiplicera med 8 och fa att m = 9 mod 13, dvs
m = 13n + 9 for nagot heltal n. Genom substitution av m fas nu att
z="T0(13n+9) + 17 = 910n + 647.

For att nu komma, i ndrheten av 1500 véljer vi n = 1 och far att antalet
enkronor pa bordet var 1557.

7. Vi forsoker pavisa att argumentet ar ogiltigt och hoppas kunna erhéalla
en motsigelse genom att ersitta fragetecknet med nagot lampligt.

(a) Antag att slutsatsen ar falsk, dvs att ¢ = F'. For att hypoteserna
ska vara sanna krivs da att p = F', s4 om vi ersétter fragetecknet
med p erhalls en motségelse och argumentet blir giltigt.



(b) Antag att slutsatsen &r falsk, dvs att p = S. For att p — ¢ ska
vara sann krdvs nu att ¢ = S. Om vi ersdtter fragetecknet med
~ q blir d& denna hypotes falsk och vi far den 6nskade motsdgelsen
och argumentet blir giltigt.

(c) Vi kan till exempel ersétta fragetecknet med ~ rA ~ ¢, ty om
slutsatsen skulle vara falsk, dvs s = F' krdvs for att gora hypote-
serna sanna att p = F (ty Vs = F). Men da blir ju pVg=F,
en motsigelse.

8. Man fragar om det finns nagra positiva heltal n sidana att 4" —1|5"—1.
Svaret ér nej. For att inse detta gor vi olika analyser av fallen da n ar
udda respektive nir n ar jamnt.

Om n ar jamnt giller n = 2m for nagot positivt helta m sa att 4" —1 =
42" —1=16"—-1=1"-1=0mod 5, dvs 5[4" — 1. Om nu 4" — 1
ska dela 5™ — 1 krdvs da att dven 5™ — 1 &r delbart med 5, vilket
uppenbarligen inte dr sant da ju 5 — 1 = 4 mod 5 {6r alla n.

I fallet d& n ar udda réknar vi istdllet mod 3: Eftersom n ar udda
kan vi skriva n = 2m + 1 for nagot ickenegativt heltal m. Vi har att
4" —1=1"—-1 = 0 mod 3 for alla n, dvs 34" — 1 for alla n medan
5" —1=52" - 1=5.-25"-1=2-1m—1=1mod 3,dvs 5" — 1 &r
inte delbart med 3.



