Kapitel 11

Svar till ovningar

11.1 Kapitel 1

3. — pVq: Solen skiner idag eller vitsipporna star i blom.
— p A —r: Solen skiner idag och det blaser inte sydlig vind.

— pA(gVr): Solen skiner idag. Dessutom star vitsipporna i blom eller s& blaser det
sydlig vind.

— =gV (—pAr): Vitsipporna blommar inte eller s& skiner inte solen idag och det blaser
sydlig vind.

4. (a) P : Bilen startar. Q : Du brékar.
R : Vi &ker till Liseberg. S : Du maste stdda ditt rum.
Meningen i texten blir da: (P A =Q) — (R A =S).

(b) P : Det regnar. Q@ : Det haglar.
R : Jag stannar inne. S : Jag tar med mig paraplyt.

Meningen i texten blir da: (P V Q) — (RV S)

5. Man ska visa att de bada utsagorna i ett givet par alltid har samma sanningsvérde. Lat
oss visa den forsta av deMorgans lagar som exempel: —(p A q) ar falsk om och endast
om p A g ar sann, dvs da bade p och ¢ &r sanna. —p V —q ar falsk om och endast om
bade —p och —¢ &r falska, d vs om p och ¢ dr sanna. Vi ser att de badda utsagorna i alla
ldgen har samma sanningsvérde, d vs ar logiskt ekvivalenta.

7. — p: Jag ska vara snill idag

— ¢: Jag ska gora min ldxa idag.

— r: Mamma, blir glad.

— s: Jag far godis.

— t: Pappa blir glad.
Argumentet blir
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KAPITEL 11. SVAR TILL OVNINGAR

pVyq
pP—=T
r — s Det dr inte giltigt, ty om man sétter p = r = s = Foch g =t = 5 s ar
q—1
s
hypoteserna uppfyllda men slutsatsen falsk.

. (a) giltigt, (b) ogiltigt, (c) ogiltigt, (d) giltigt, (e) giltigt, (f) giltigt, (g) giltigt, (h) giltigt.

. Antag att slutsatsen ar falsk, dvs att C ar falsk och H; sann fér ¢ = 1,...,n. Den f6érsta

hypotesen ger d& att B dr sann. Fran den andra fir man da att C' &r sann, eftersom det
framfor implikationspilen ar sant. Detta dr en motsigelse, eftersom vi hade att C' var
falsk. Alltsa har vi med hjilp av ett motségelsebevis visat att argumentet &r korrekt.

(a) P(z): z#0, Q(z): >0, R(z): £<0, P(z)— (Q(z)V R(z))
Meningen i texten blir da: P(z) — (Q(z) V R(x))
(b) P(x): x kommer med i det svenska skidVM-laget.
Q(z) : z &r bland de 4 frimsta i uttagningarna.
R(z) : z &r regerande virldsméstare.
Meningen i texten blir da: P(z) — (Q(z) V R(z)).

Implikationen: Vi ska visa att s& fort 3z : [P(z) A Q(x)] &r sann sd dr ocksd [Tz :
P(z)]A[Fz : Q(z)] sann. Men om det férstndmnda pastdendet dr sant betyder detta per
definition att det finns ett element a i universumet som &r sddant att P(a) A Q(a) &r
sann, dvs att badde P(a) och Q(a) dr sanna. Detta medfor dels att 3z : P(z) &r sann,
dels att 3z : Q(z) ar sann, vilket i sin tur betyder att konjunktionen av dessa tva &r
sann. Eftersom det var just detta som skulle visas &dr saken klar.

Den dr déremot inte en ekvivalens. Satt t ex P(z) : © > 0 och Q(z) : < 0 och universum
heltalen. D& &r uppenbarligen [3z : P(z)] A [3z : Q(z)] sann, men 3z : [P(z) A Q(x)] &r
falsk da inget tal &r bade positivt och negativt.

(a) falskt, (b) sant, (c) falskt, (d) sant, (e) sant.

(a) giltigt, (b) ogiltigt, (c) giltigt, (d) giltigt.
Det sista dr av samma form som exemplet med matematiker, kndppskallar och folk som
bor i Goteborg.

(b) Vi har redan visat att varje sanningstabell kan fas med hjélp av = och V. I (a) visade
vi att man kan ersétta bada dessa tva med enbart NAND-operatorn och alltsd kan varje
sanningstabell fis med hjilp av enbart denna.

(c) Visa att —p < p&p och pV q < (p&q)&(p&yq).

(a) @Aq)V(-pAg)
() (PAgAT)V(PAGA=T)V (ZpAgAT)V (Zp A g A —T)
() (PAgAT)V(PA=gA=T)V (=P AGAT)V (7p A=g AT)V
V(=pAgA =)V (=pA=gA-r)
(d) (PA=gAT)V(PA=gA=T)V (=pAgAT)V
V(=p A =g A7)V (=p A =g A -r)
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11.2 Kapitel 2

1.
2.

10.

(a) 8,9, 10, 11 (b) méngden &r tom (c) alla heltal stérre dn 8 (d) 5, 6, 7, 8
(a) sant (b) sant (c) falskt (d) sant (e) falskt (f) sant (g) falskt (h) falskt

Vi tar det femtonde péstédendet som exempel: z € AN(BUC) s € ANz € BUC &
r€AN(zeBVzelC)s (re ANz eB)V(ze ANzeC)& e (ANB)U(ANO),
dér den andra ekvivalensen foljer av kint faktum om operatorer med logiska pastaenden.

|A x B| = mn och |P(A)| = 2™,

Den forsta likheten &r korrekt, medan den andra inte alltid géller. Ett motexempel mot
den andra likheten fir man om man sitter A = B = C = {1}. For att visa den forsta:
zeAN(B\C)ezrzecANzeB\Corzec ANz e BNz ¢gCorec ANz e BAx ¢
ANCezrze ANBAzgANC s ze(ANB)\(ANCO).

.ANB=A, A\B=0och AUB = B.

A: {a’cﬁkﬁs’t’v’x}7 B: {b,f,S,t,’U,.’L'}-

23 element.

. Om A # B finns det ett element € A som inte finns i B, eller tvirtom. I det férsta fallet

giller att {z} finns i P(A) men inte i P(B) och i det andra fallet géller det omvénda
forhallandet.

|[AUB|=a+b—c.

11.3 Kapitel 3

1.

Eftersom A x A ={(z,y) : z € ANy € A} kan vi lata f(z,y) vara avstdndet mellan z
och y.

. Funktionen &r surjektiv men inte injektiv. f(=7) = (=7)2 =49, f(7) =3 -7 = —4,

Vi =R, f((-00,4]) = [-1,00).

(a) varken injektiv eller surjektiv (b) varken injektiv eller surjektiv (c) bijektiv, inversen
ir f~1(z) = (z — 6)'/3 (d) varken surjektiv eller injektiv (e) surjektiv men inte injektiv.

fog(z) = flg(x) =g(x)>+1=1/(1+2*%+1, go f(z) = g(f(2)) = 1/(f(z)* +1) =
1/((z? +1)2+1).

. Forst observerar vi att om C; C Cy C A giller att f(C1) C f(C2); detta foljer ome-

delbart av definitionen av dessa mé#ngder. Darfor géller att f(X NY) C f(X) och att
f(XNY) C f(Y) vilket i sin tur medfor att f(X NY) C f(X) N f(Y). Ett motex-
empel (bland o#éndligt ménga andra) mot den omvénda inklusionen ges av f : R — R,
f(z) =22, A= (-1,0) och B = (0,1).

For att visa att f(X)U f(Y) C f(X UY) anvinds samma teknik som nyss. For att visa
att f(XUY) C f(X)U f(Y) observerar vi att for allay € f(X UY) géller att y = f(a)
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for ndgot element a € X UY. Att a € X UY betyder att a € X eller att a € Y. I det
forsta fallet géller att y = f(a) € f(X) och det andra att y = f(a) € f(Y) sa att det i
bagge fallen giller att y € f(X) U f(Y).

. Vi tar den férsta deluppgiften. Eftersom f #r surjektiv giller att f~!(Y) inte #r tom

sévida inte Y sjilv dr tom (och da #r likheten f(f 1(Y)) = Y trivialt sann). Om nu
y € Y finns det alltsd ett x € X sddant att y = f(z) s& per definition giller att

z € f71({y}) C f71(Y). Dérfor giller att f(z) € f(f~(Y)), dvsy € f(f71(V)).
A andra sidan om y € f(f~1(Y)) s& giller att y = f(z) for nagot = € f~1(Y). Att
z € f71(Y) betyder per definition att f(z) €Y, dvsy €Y.

Funktionerna fi, fo och f3 ar lika.

. De tva funktionerna &r lika sd < —1 eller z > 1. I 6vriga fall géller att |f(z) — g(z)| =

2(1 — x2) som blir som storst 2, vilket sker d& = = 0.

. Att A C Z4 ér ju glasklart fran definitionen sd man behdver bara visa att det finns

ett positivt heltal b som inte ligger i A. Ett sddant &r till exempel 3 eftersom det inte
giller att 3 = a? for nagot heltal a. En bijektiv funktion ir f(a) = a?

f~Ha) = Va.

(a) Eftersom |f(A)| < a < b kan inte f vara surjektiv. P4 samma siitt kan inte g vara
injektiv ty om s& vore fallet skulle det gélla att |g(B)| = |B| = b vilket motséger
att g(B) C A. I 6vrigt kan vi inte séiga ndgot definitivt utan kénna till f och g
specifikt.

(b) f &r injektiv om och endast om f(z) # f(y) for alla x # y, i detta fall om och
endast om |f(A)| = |A| = |B| vilket sker om och endast om f(A) = B dvsom f

ar surjektiv.

var invers ar

Olika punkter pé grafen har olika y-koordinater.
f™(z)=z+an
Den sokta mangden dr {z + ¢ : ¢ konstant}.

Om T har kateterlingderna a och b géller att f(T') = ab/2. Funktionen &r inte injektiv
eftersom exempelvis en triangel med kateterldngderna 1 och 4 har samma area som en
dér bégge kateterna har 1dngd 2. Den &r inte heller surjektiv eftersom alla tdnkbara areor
av trianglar i M &r av typen ¢/2 dér c &r ett heltal. Bilden &r just f(M) = {c¢/2: c € Z4}.

Bade kommutativ och associativ. Talet 1 &r identitet. Alla element = # 1/2 har inversen
r~! =z/(2z — 1). Fér 1/2 saknas invers.

Associativ men inte kommutativ. Identitet saknas och ddrmed &ven inverser. Om méang-
den bara innehéllit ett enda element skulle operatorn trivialt varit kommutativ och haft
identitet och invers.

Associativ och kommutativ. Tomma méngden &r identitet. Denna har sig sjilv som
invers, i 6vrigt saknas inverser.
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. Associativ men inte kommutativ. Likhetsrelation &r identitet. De relationer som har
invers &r de som svarar mot grafer till inverterbara funktioner och inversen &r den relation
som svarar mot grafen till den inversa funktionen.

Siemt=2+4+T7+11 =24, [],cp % =2%-42-72.11% = 379456.

En relation ar ju en delmangd till A x A, dvs ett element i P(A x A). Eftersom det
finns n? element i A x A finns det alltsa totalt 27" olika relationer.

Om R &r transitiv och (z,y) € Ro R giller att det finns ett element z sddant att xRz
och zRy vilket tack vare transitiviteten medfor att xRy, dvs (z,y) € R. Alltsa giller
att RoR C R. A andra sidan om RoR C R, zRy och yRz géller per definition av Ro R
att (z,z) € Ro R vilket d& medfér att (z,z) € R, dvs zRz. Alltsd dr R transitiv.

R ir trivialt reflexiv da ju a®+b? = a?+b?. Symmetrin #r ocksa uppenbar. Transitiviteten
ar ocksd rittfram: a? + % = ¢ + d? och ¢ + d? = €? + f? medfor trivialt att a? + b% =
e? + f2. Ekvivalensklasserna utgors av alla cirklar centrerade kring origo. En miingd med
exakt ett element ur varje ekvivalensklass ar {(z,0) : z > 0}.

Reflexiviteten ar trivial, liksom symmetrin. Transitivitet: om (a, b) R(c,d) och (¢, d)R(e, f)
giller att max(|al, |b]) = max(|c|,|d|) och max(|c|,|d|) = max(|e],|f]) ur vilket det fljer
att max(|al,|b]) = max(|e|,|f]), dvs (a,b)R(e, f). Ekvivalensklasserna &r méngden av
kvadrater centrerade kring origo. En representant fér kvadraten med sidan 2z &r till
exempel (z,0).

Transitivitet: (a,b)R(c,d)A(c,d)R(e, f) = a+d =b+cAc+f=d+e=>a+d+c+f=
b+ct+d+e = a+f = b+e = (a,b)R(e, f). Man kan identifiera detta med att (a, b)R(c, d)
om a —b = c— d. Man kan dock inte definiera relationen pa detta sidtt d& ju det inte
alltid galler att a — b € Z, eller ¢ — d € Z,. (Man kan tvirtom pé detta sitt definiera
Z utifran Z. Se kapitel 4.)

Tag Z och lagg till ett element, a, som inte ar relaterat till ndgot annat element. Man
far d& den partiellt ordnade méngden (Z4 U {a}, %) dir z < y om och endast om z # a,
y # a och z < y. Elementet a blir minimalt, ty z < a géller inte for nagot z, och
ar ensamt om denna egenskap, ty for alla andra element z giller ju till exempel att
r—1=<uz.

Reflexivitet: ala ty a = la. Symmetri: Om alb och bla giller f6r tva heltam m och
n att b = ma = m(nb) = mnb varfor mn = 1. Eftersom a och b &r positiva galler
det d& att m = n = 1 och darfor att b = a. Transitivitet: Om a|b och blc giller att
¢ = nb = n(ma) = nma dvs alc. Se bevisen av Satserna 7.1.1-7.1.3.

. Tag till exempel Ry = Ry. D blir Ry o Ry = R? = {(1, 3)}.

4 Kapitel 5

. agg = 0 och a13 = 5. a3; finns inte.
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W N =
—_

[y

3
2

N DN =
N = o W = N N = DN
— W N

=N DN

3. Man ska visa att element (4,j) och element (j,i) ar lika for godtyckligt valda 4 och j.
Element (i,7) i AT A ar lika med

> akiar; = ) axjan;
k k
vilket sammanfaller med element (j,4) i AT A. Element (i, ) i AAT &r

Z Qi jk = Z ajkGik
k k

vilket &r element (7,1).

4. Man far att

jal = \/a? +ad +... +aZ.

I fallen n = 1,2, 3 blir detta just ldngden av strickan fran origo till punkten a, d vs lang-
den av vektorn a. Det &r rimligt att 1ata detta begrepp gélla dven i hogre dimensioner.

5.
T
flz,y,2)=A| y
z
dar
1 -1 3
A_[—2 3 —1]
och
T
z,y) =B
g9(z,y) [y]
dar
1 1
B=|2 -1
5
Vi far da
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-1 2 2 T
= 4 =57 Y
-7 12 4 z

och (fog)(w):A(B[;j])Z(AB)[H
e (9o f)(m,y,2) = (—z + 2y + 22,42 — 5y + Tz, — Tz + 12y + 42)
och

(fog)(z,y) = (8x + 17y, z — 10y).

6. Relationsmatriserna &r

011
Mi=]0 01
000
000
M, = [ 1 00 ] .
010
Vi far alltsd att ) )
1 10
MiMy=]10 10
[ 0 0 0
och ) )
0 00
MoM; =10 1 1
L O 1 -

ur vilket vi avldser att
RioRy = {(15 1)5 (15 2)5 (25 2)}

och
Ry o Ry ={(2,3),(2,3),(3,3)}.

7. Matrisformen ar

I 11 i
A I ] = [ 4

I3 0 |

dér )
-1 -1 3
A= 1 1 1

4 7 0|

8. Likhetsrelationen.
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Relationsmatrisen ar den matris som har ettor pa och uppe till héger om huvuddiago-
nalen och nollor i 6vrigt.

Symmetri hos relationen betyder att relationsmatrisen blir symmetrisk. Reflexivitet be-
tyder att huvuddiagonalen innehaller idel ettor. For en ekvivalensrelation kommer, med
elementen satta i rdtt ordning, matrisen att bestd av kvadratiska block med idel ettor
och i 6vrigt idel nollor.

11.5 Kapitel 6

1.

Nir n = 1 #r den sdkta likheten sann, ty 13 = 1 = (1(1 + 1)/2)2. Antag nu att likheten
géller for ett fixt men godtyckligt valt n. Om vi utifrdn detta antagande kan visa att

gk?, _ ((n+1)2(n—|-2))2’

sa foljer det onskade resultatet av induktionsprincipen.

Nu ar ju
n+1 n
Yo=Y K+n+1)
k=1 k=1

som enligt induktionsantagandet ir (n(n+1)/2)? + (n+1)3. Vi vill visa att detta #r lika
med ((n+ 1)(n +2)/2)%, eller mao att ((n +1)(n+2)/2)? — (n(n +1)/2)? = (n +1)3.
Vi kollar

2 2 4

_ (n+ 1)24(4n+4) ~ (n+ 1)

<(n+1)(n+2))2_(w>2 _ (41X (n+2)* —n?)

. Idén &r precis densamma som i uppgiften ovan och (n + 1)/(n +2) —n/(n + 1) =

(n+1)2—nn+2)/(n+1)(n+2)=1/((n+1)(n+2)).

. Satt f(n) = 2™ — 1. Vi ska visa att f(n) = L(2n) for alla naturliga tal n. Vi gor ett

induktionsbevis.

Basfall: n = 0. Vi far L(2-0) =0 och f(0) =2°—1=1—1 =0 s alltsd #r pastiendet
sant for n = 0.

Induktionssteg: Antag att pastdendet ar sant for n. Vi ska visa att da &r det ocksé sant
for n 4+ 1. Men vi har

L(2(n+1)) = L(2n+2)=2L(2n)+1
= 2f(n)+1=22"-1)+1=2"""—1=f(n+1),
dér den andra likheten foljer av definitionen av L(n) och den tredje av induktionsanta-

gandet.
Nu foljer det av induktionsaxiomet att f(n) = L(2n) for alla naturliga tal n.
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4. Fixera ett godtyckligt . For n = 1 séger olikheten som vi ska visa att 1 +2 > 1+ =z
vilket uppenbart dr sant. Vilj nu ett godtyckligt n och gor induktionsantaganadet att
(1+2z)" > 1+ nz. Vivill da visa att (1+2z)""! > 1+ (n+1)z. Men

142" = Q+2)1+2)" >0 +z)(1+nx)
= 1+(n+Dz+nz®>>14+(n+1)z
dér den forsta olikheten foljer av induktionsantagandet och att £ > 0 och den andra

olikheten av att z2 > 0 for alla reella tal z.

5. Felet ligger i att induktionssteget inte fungerar da n = 1. Da gar det inte att hitta tva
olika héastar, x och y.

6. Vi gor ett induktionsbevis.
Basfall: De tva fallen n = 0 och » = 1 dr uppenbarligen sanna per definition av h(n).

Induktionssteg: Antag att pastdendet &r sant for ndgot n med n > 1. Vi ska visa att da
ar det ocksé sant for n + 1. Vi vet alltsd att 1 < h(n) < 2. Eftersom n + 1 > 1 s& far vi

h(n+1):@+ﬁ.

Genom att utnyttja vart induktionsantagande sé far vi

1 _ h(n) 11
S< B toch s < —— <1
29 ST Shm S

Detta ger
_ h(n) 1
h(’)’l, + 1) = T + m >

N | =

och h(n) )
n
h l)=—4+—<14+1=2.
(n+1) 5 + hn) +
Alltsd dr 1 < h(n + 1) < 2 och dérmed f6ljer det av induktionsaxiomet att pastdendet
ar sant for alla naturliga tal n.

7. Sitt f(n) = | Ui, 4i|. D& ska vi bevisa att f(n) = n? for alla positiva heltal n. Vi gér
ett induktionsbevis.

Basfall: n = 1. D3 har vi

f(1) = =|A)|=3-1-2=1=12,

1
U4
=1

sd pastaendet ar sant for n = 1.

Induktionssteg: Antag att det &r sant fér n och visa att da ar det ocksa sant for n + 1.
Genom att utnyttja |C U B| = |C| + |B| — |C N B i forsta steget och sedan induktions-
antagandet och forutsdttningarna pa A; si far vi

n+1 n n
=1 =1 =1

= 3m+1)—2+n —(n+1)—1=n+2n+1=(n+1)>

fln+1)

= |An+1| +

Enligt induktionsaxiomet dr pastdendet ddrmed sant for alla positiva heltal n.
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1. Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: n =1
Vi har att

A(1,1) =2=2%,
och alltsa géller likheten fér n = 1.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt positivt heltal n. Visa att da
géller det ocksa for n + 1. Vi far

A(l,n +1) = A(0,A(1,n)) = A(0,2") =2.2™ = 2"+,

eftersom n 4+ 1 > 2 och alltsd géller likheten ocksa for n + 1.
Enligt induktionsaxiomet giller ddrmed likheten for alla positiva heltal.

. Vi gor aterigen ett induktionsbevis.

Basfall: m =1
Vi har att
A(1,2) = A(0,A(1,1)) = A(0,2) =4,

och alltsa giller likheten for m = 1.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt positivt heltal m. Visa att da
géller det ocksa for m + 1. Vi far

A(m +1,2) = A(m, A(m + 1,1)) = A(m,2) = 4,

ty m > 1 och alltsd giller likheten ocksa for m + 1.

Enligt induktionsaxiomet giller ddrmed likheten for alla positiva heltal.

9. Satt f(1) = a1 och f(n) =anf(n—1).

10. Om n &r delbart med 5 si giller att n = 5k for nagot heltal k vilket medfor att n? =

11.

(5k)? = 25k? = 5(5k?), dvs n? &r ocksd delbart med 5. A andra sidan, om n inte &r
delbart med 5 sa giller att n = 5k + b for ett heltal k, dar b ar 1, 2, 3 eller 4. D3 ar
n? = 25k% + 10kb+ b? = 5(5k? + 2kb) + b? sa eftersom b? inte ér delbart med 5 for nagot
av de fyra mojliga virdena for b ér inte heller n? delbart med 5.

Antag att det finns ett reellt tal z sddant att 2> — 6z + 10 = 0. Eftersom z #r reellt
géller att £ — 3 &r reellt, men genom kvadratkomplettering ser vi att z? — 6z + 10 =
(x—3)2+1=0,dvs (r —3)? = —1, dvs x — 3 = +i, en motsiigelse.

11.6 Kapitel 7

1. (a) 1, 3,5 0ch 15 (b) 1 och 2 (¢) 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 och 24 (d) 1.

2. (a) sgd(315,56) = 7, u = =3, v = —17. (b) s¢d(96,144) = 48, u = —1, v = 1. (¢)

sgd(729,611) = 1, u = —233, v = 278.
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. Om /p vore ett rationellt tal skulle man kunna skriva \/p = { dér a och b &r tv relativt

prima heltal. Detta betyder att p = ‘Z—; s& att a® = pb? vilket medfor att p|a? vilket i sin
tur tack vare att p dr ett primtal medfor att pla sd att a = pc for ndgot heltal c. Vi far
da att p = p—,ffﬁ, dvs b? = pc? si genom att upprepa samma argumentation med b och ¢
som vi nyss gjorde med a och b finner vi att b = pd for ndgot heltal d. Men d& har vi ju
kommit fram till att p delar badde a och b vilket motséger att a och b ar relativt prima.

Antag att = p/q &r en rationell 16sning till andragradsekvationen i fraga, dvs p och ¢
ar tva relativt prima heltal och

a(p/q)* +b(p/q) + ¢ = 0.

Férling med ¢? och fa
ap® + bpq + cq® = 0.

Detta uttryck ér ekvivalent med att p(ap + bg) = —cq? vilket medfdr att p|cg?. Eftersom
p och g ar relativt prima f6ljer det av detta att plc. Att gla f6ljer av att istdllet flytta
over ap? pa hogersidan av likhetstecknet och bryta ut ¢ fran det som blir kvar pa
vanstersidan. For att klara uppgiftens andra del, observera att 4/n dr en 16sning till
andragradsekvationen z? —n = 0, d vs specialfallet a =1, b= 0 och ¢ = n.

. (a) 366 = 2.3 .61, ®(366) = 120. (b) 10100 = 22 - 52 - 101, ®(10100) = 4000. (c)

959 =7-137, ®(959) = 816.

. Att p dr ett primtal som inte &r 2 eller 3 betyder Att p = 6k + 1 eller 6k — 1 f6r négot

heltal k. Detta foljer av att eftersom p ar udda giller antingen nagot av de nédmnda
alternativen eller att p = 6k + 3 for nagot k. Men om p = 6k + 3 ser vi direkt att 3|p,
dvs p ir inte ett primtal. Nu foljer att p? — 1 = (6k £1)2 —1 = (36k2 + 12k +1) — 1 =
24k% + 12k? £ 12k = 24k% + 12k(k £ 1). Den forsta termen delas uppenbarligen av 24
och detta géller d&ven den andra termen da ju k(k + 1) sévdl som k(k — 1) &r jimna tal.

Eftersom p #r prima och pla? giller enligt Sats 7.2.2 att p|a varfér a = cp for nagot
heltal ¢ ur vilket det i sin tur foljer att a® = ¢?>p? si att p?|a?.

. Det finns tva mojliga 16sningar: Antingen kdpte Olga 3 tartbitar och 30 bakelser eller s&

kopte hon 11 tartbitar och 7 bakelser.

. Eftersom sgd(6,9) = 3 och 3 /1 dr ekvationen i (a) inte 1dsbar. Déremot dr (b) 19sbar d&

3|15. Den allménna l6sningen ar (z,y) = (1 — 3n,1 + 2n),n € Z. Ekvation (c) ar 16sbar
och har den allménna l6sningen (z,y) = (11 + 73n,1 + ™n),n € Z.

Lotta kopte 1 dpple, 5 meloner och 94 plommon.

Man ska visa att det for alla (positiva) heltal a giller att a? # 8k + 3 for alla heltal k,
dvs att a®> # 3 mod 8 eller m.a.o. att [a]? # [3] i Zg for alla @ = 0,1,2,3,4,5,6,7. Men
(02 = [o], [1]2 = [1], [22 = [4], [3 = [1], 4 = [o], [5]% = [1], [6]% = [4] och [7]? = [1].
Saken ar klar.

(a) z =[2], (b) z =[4], (c) z =[2], (d) = = [3].
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(a) ej losbar, (b) z = [4] eller z = [9], (c) z = [9], (d) ej 16sbar. For att illustrera hur man
pé ett systematiskt sitt klarar denna typ av uppgifter 16ser vi hir (b) och (d). I uppgift
(b) inser man snabbt att man ska lésa [2]z = [8]. Eftersom [2] saknar invers in Zj
tvingas vi g tillbaka till grunderna och fundera 6ver vad ekvationen definitionsméssigt
betyder. Den betyder att att vi letar efter alla z som uppfyller att (2+ 10k)z = 8+ 10m
for ndgot par av heltal, k& och m. Detta betyder att 2z = 8 + 10(m — kx) = 8 4+ 10n déir
n = m — kz. Eftersom k om m ska tilldtas att variera mellan alla par av heltal foljer
det att n ska tilldtas variera bland alla heltal. Ekvationen 2z = 8 + 10n &r en “vanlig”
ekvation som har 16sningen z = 4+ 5n, n € Z, eller, uttryckt med element i Z1g, z = [4]
eller z = [9].

I (d) kommer vi snabbt till [2]z = [3] och med samma resonemang som i (b) kommer
vi fram till att vi ska l6sa 2z = 3 + 10n dér n far vara vilket heltal som helst. Denna
ekvation har l6sningen x = 3/2 + 5n som vi direkt inser aldrig kan bli ett heltal hur n
an viljs. Ekvationen [2]z = [3] saknar allts& 16sningar.

Att @ = b mod mn betyder att mn|a — b ur vilket det trivialt foljer att m|a — b och
nla — b.

Eftersom n|ac — bc, dvs n|c(a — b) och n och ¢ dr relativt prima géller att n|a — b.
3904.
Patrik har 163 leksaksbilar.

(a) z = 236 + 2730, n € Z. (b) @ = 2115 + 26520, n € Z. (c) & = 16b — 15a + 240,
n € Z. (d) x =167+ 495n, n € Z.

Man ska visa att [(n — 1)!] = [-1] = [n — 1] 1 Z,, om och endast om n &r ett primtal.
Om n inte ar ett primtal kan man antingen skriva n = ab dar a och b &r olika tal
dir 2 < a,b < n/2 eller n = p* for nagot primtal p och nagot heltal k. I det forsta
fallet finns bade [a] och [b] med i produkten [(n — 1)!] = [1][2][3]... [n — 1] och eftersom
[a][b] = [n] = [0] blir hela produkten [0]. I det andra fallet finns alla talen [p], [2p], ..., [kp]
med i produkten (sévida inte n = 4, men d& &r [3!] = [2] # [3]) varfor hela produkten
aterigen blir [0].

A andra sidan om n #r ett primtal giller att om nla? — 1, dvs n|(a + 1)(a — 1) giller
antingen att n|a+ 1 eller nla—1, d vs antingen [a] = [n — 1] eller [a] = [1]. Detta betyder
att det bara dr dessa tva element bland alla element i Z,, som &r sina egna inverser. Detta
i sin tur betyder att i produkten [(n — 1)!] slas alla andra element ut av sina inverser,
varfor [(n — )] =[1-(n—1)] =[-1].

Foljer direkt av uppgiften innan tillsammans med elementér kunskap om sinusfunktio-
nen.

Tips: Anvind binomialsatsen (ur nésta kapitel) i kombination med det faktum (som man
forstas ocksd maste visa) att eftersom p dr prima géller att p| (g) dal1<k<p-1.
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11.7 Kapitel 8

1.

10.

6% = 216.

(a) 5! = 120, (b) 3! =6, (c) 7! = 5040.

(a) 31/2! = 3, (b) 7!/2! = 2520, (c) 11!/(5! - 2! - 2!) = 83160.
(%) = 1562275.

(x4 2)" = 27 + 1425 4 845 4 2802* + 56023 4 67222 + 448z + 128.

""'r_l) Tips: P& hur manga sidtt kan man fordela r stycken likadana bollar pa n stycken

. (a) 8! = 40320, (b) 18-6! = 12960, (c) 38-6! = 27360, (d) (41)2 = 576, () 5(4!)2 = 2880.

Med hjalp av binomialsatsen ser vi att

1=(p+1-p)"=)_ (Z)p’“(l —p)" "

11.8 Kapitel 9

1.

Fall (d) &r den enda icke sammanhéngande grafen. Komponenterna ar ({a,c}, {{a,c}})
och ({b,d},{{b,d}}). Graferna i (a), (e) och (g) &r trad. I 6vrigt géller: (a) d, = d. = 1,
dp = 2. Det finns en Eulervig mellan a och ¢ men ingen Eulercykel. (b) dy = dp, = 3,
dy, = dg = 2. En Eulervig mellan b och m finns men ingen Eulercykel. (c) Alla gradtalen
ar 4. En Eulercykel finns. (d) Alla gradtalen &r 1. Varken Eulervig eller Eulercykel finns.
(e) d; = 7 medan all 6vriga gradtal &r 1. Varken Eulervig eller Eulercykel finns. (f) Alla
gradtal &r 4. En Eulercykel finns. (g) Samma graf som i (a). (h) Alla gradtal &r 2 och
en Fulercykel finns.

. Tips: P.g.a. att G = (V, E) é&r bipartit kan man skriva V= AU B dir A och B ér

disjunkta och dar varje kant har ena &nden i A och den andra i B. Dérfér méaste varje
vég vara i A exakt varannan gang.

. T uppgift 1 dr (c), (d), (f) och (k) reguljira. Den kublika grafen i uppgift 2 &r inte

reguljar.

. For att klara induktionen, observera att att binart trad av djup n + 1 kan fas genom att

sammanbinda urmodrarna i tva bindra trdd av djup n via en “ururmoder”.

. Tips: For att visa att om det saknas vidg av udda lingd med start och mal i samma

nod sd maste G vara bipartit, 18t vg, v1,v9,...,v, vara en cykel som passerar varje kant
minst en gang. D& maste n vara jamnt och man kan 1ata A vara méngen av alla vy dér
k ar udda och B motsvarande med k jimnt.

En ekvivalensrelation har en relationsgraf vars komponenter alla ar fullstdndiga grafer.
Den tomma relationen har en relationsgraf som saknar kanter.
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{1,2,3}

{1,2} {2,3}

{1} {3}

%]

Figur 11.1: Hassediagrammet till (A4, C) fran 6vning 8.

8. Hassediagrammet finns i figur 11.1.

9. Om relationsgrafen saknar andra cykler &n oglor och det giller att Ry och yRxz maste
det gilla att £ = y ty annars skulle vi ha en cykel av lingd 2. A andra sidan om relationen
dr antisymmetrisk och det finns ldngre cykler dn 6glor x1, o, . .. Z,,, £1 skulle det for alla
1 # 1 enligt transitiviteten gilla att 1 Rz; och z; Rz sd att antisymmetrin medfor att
x1 = z;, dvs alla z; ar lika, en motsagelse.

10. Till K4 finns 16 st uppspannande trad och till C), finns n st.

11. Att m;; = 1 betyder att det finns en dgla vid 4. Att m;; = r betyder att det finns r
stycken parallella kanter fran ¢ till j.

12. Grannmatrisen for den aktuella riktade grafen &ar
011
M=]100
010
Vi dr intresserade av koefficienterna i M* for k = 1,2, 3, 4. Det giller att
1 1 0 1 11
M:=|011|,M*=|110
100 011
1
1

110

ur vilket man avléser antalet vigar mellan olika nodpar.

2 1
M* = 11
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13.

14.

f(l):b,f(2):e,f(3):c,f(4):d,f(5):a.

Den forsta och den tredje grafen dr isomorfa.

11.9 Kapitel 10

1.

10.

11.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

Utfallsrummet véljs ldmpligen som méngden av alla kombinationer av tre kulor och
sannolikhetsfunktionen till p(u) = 1/35 for alla kombinationer u.

((})(3)/35 = 4/7.

. Tips: Anvénd Sats 10.1.2(f).

10 procent.

. (48!-4-38!)/(35! - 52!) ~ 0.031.

Om man antar att personerna véaljer hotell oberoende av varandra och att de alla véljer
hotell p4 mafa far man att den s6kta sannolikheten &r

6-5-4-3 5

64 18"

11/50.

Det &r orimligt att kalla det tre héindelserna oberoende eftersom det &r omdgjligt for alla
tre att intraffa samtidigt trots att var och en av dem har en positiv sannolikhet. Med
andra ord:

P(ANBNC)# P(A)P(B)P(C).

Tips: P(A) =37;_, P(AN By).
3/5.

Vid bést av fem matcher &r svaret 0.68256 medan det vid bdst av sju matcher blir
0.710208.

Forvintad vinst dr 360/37 ~ 9.73. Sannolikheten fér 50 vinstfria spel dr (36/37)% =~
0.254.

4195/19683 ~ 0.213.
(a) 105/512, (b) 193/512, (c) 7/128 (d) 9/64.
(a) 3/(27?), (b) 1 —205/(247?) ~ 0.135, (c) 49/(67%) ~ 0.827, (d) oo.

Tips: Skriv X = I + Is + ... + I, och anvind induktion 6ver n.
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EX] =) aP(X =uz)
n=0

=0P(X =0)+1P(X =1)+2P(X +2) +3P(X +3) + P(X = 4) +...

=PX>1)+P(X>2)+P(X >3)+
= P(X >n)
n=1
38.99.
—17/216.

(2) 32.5, (b) 6.5.

Lat X vara antalet korrekta gissningar som Olof gor. Om Olof inte besitter ndgon spa-
domsférmaga blir X en Bin(20,1/2)-fordelad stokastisk variabel och vi far att P(X >
12) = 0.2517 och att P(X > 15) ~ 0.021. Om Olof far 12 rétt finns det alltsé ingen som
helst anledning att 1ata sig dvertygas; chansen &r ju mycket god att lyckas minst s& bra
genom att bara gissa pd mafa. Vid 15 rétt kommer saken i ett annat lige. Chansen att
lyckas minst sd bra bara genom att gissa &r i stort sett inte mer &n 1 pa 50, si detta
kan man se som ett statistiskt bevis av att ndgot ar pa géng. (Dock skulle undertecknad
aldrig tro att Olof verkligen kan se in i framtiden utan skulle dra slutsatsen att det
férmodligen &r nagot annat fel med undersékningen.)

1/2.
Det finns en stationdr férdelning: m, = 1/8, my, = 3/8, m, = mq = 1/4.
Som exempel visas hir att Q(U) = 1. Detta foljer av att

QW) = Pl = Z0 08— T -1,

Om P(A) = 0 dr A oberoende av alla héndelser, s man kan fritt anta att P(A4) > 0.
Det giller da att

P(AN BY) = P(B°|A)P(A) = (1 — P(B|A))P(A)

= (1 - P(B))(P(4) = P(B°)P(4)

dér den andra likheten foljer av resultatet i foregdende Svning och den tredje likheten
foljer av att A och B &r oberoende.



